Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Villamosmérndki és Informatikai Kar
Haélozati Rendszerek és Szolgaltatasok Tanszék

Bosnyak Bence

MOZ(’}('),HANGFORRASOK,
SUGARZASANAK MODELLEZESE
PEREMELEM-MODSZERREL

KONZULENS

Dr. Rucz Péter

BUDAPEST, 2023



Tartalomjegyzék

OSSZEIOZIAND ..........ovvveeececeeeeeeeeeee ettt ettt ettt 5
ADSTIACT. ... 6
T BEVEZELES ... 7
1.1 A szakdolg0ozat CELJA .......ccviiiiiiiici s 7
1.2 A s7akdolgozat fRIEPILESE ..ovvvvvviiiiiiiiiii i 7

2 A peremelem-modszer iSMErteteSe. ..........ccocvvviviiiiiieiieeieeie e se e se e sre s 9
2.1 Szabadtéri Green-flUgEVENY .........cccviiiiiiiiiiiiiiei s 9
2.2 HelMhOIZ-egYENIEL........c.eeeee s 9
2.3 A Helmholtz-egyenlet Green-figgvenye.........cocoveriririnieienenese e, 10
2.4 Kirchhoff-Helmholtz integralegyenlet..........ocoviiiiiiiiienieieiesese e, 10
2.5 Peremelem-mOdSZer..........ccoiriiiiiiiiiiiise e 12
2.6 M0ZZO han@OTTAS ....ccvveveiieiiieieee s 13
2.6.1 Modositott Helmholtz-egyenlet...........coooiiiiiiiiiiiiiiecc e 15
2.6.2 Modositott Green-flggVeEeny.........ceviiiiiiiiiiiciii e 16
2.6.3 Modositott Kirchhoff-Helmholtz integralegyenlet ............ccccocvvenieiiicnnnen, 16

3 Integralas az elemek fOlOtt ... 18
3.1 GaAUSS-KVAATALUTLA .......coviiiiiiiecicee e 18
3.2 Kvadraturapontok elhelyezése a hdromszogeken ............ccoevvviiiiiiiiiiciiicnns 19
3.3 Az Inte@ralas €IVEZZESE........cccvviiiiiiiiiiii e 22
3.3.1 A BEM MAatrixok fOAtIO1.......ccoviiiiiiiiiiiciieiecsese e 23

4 A Python programozasi NYelV.............cccoooiiiiiiiiii e 25
AL PP bbbttt bbb 25
.2 INUIMPY Lottt sr e e sab e e e sab e e e sbeeebeeeasbeeasneeanseaeas 25
4.2.1 NUMPY tOMDBOK ....coviiiiiiiieiecee e 26

4.3 MAEPIOTHD. ... 27
4.4 Egyéb hasznalt cSOMAZOK .......ccuviiiiiiiiiiiiiieiie s 28

A AT BIACK ... 28

A A2 PYIINE. oo 28

5 Az elkésziilt program iSmMertetése...............ccoviiiiiiiiiieiii i 29
5.1 GROMEBLITA. ..t 29

5.1.1 GEOMELITIA LETENOZASA. ... e e eeeeeeeeeeee ettt et et e e e e e e e e e e eea e e e eeeeeeeennnns 29



5.1.2 GEOMELIIA DEOIVASASA ... eeeeeeeeeeeteee et e ettt e e e et e et e e e e e e e eee e e e eeeeeeeennnnns 30

5.2 Haromszdgek adatainak SZAMITASA ........ceevveeiviiiiiiiiiiicseee e 34
5.3 Kvadratira pontok €s sulyok SZAMItASa........ccccevvueeiiiiiiiiieiiiie e 36
5.4 BEM matriXok feltOItESe......coouviiiiiiiiiieiiiee e 39
5.4.1 Matrixok all6 hangforras eSeten ..........cocovvvveiiiiiiiiiici e 39
5.4.2 Matrixok mozgo hangforras eSetén...........ccevviiiiiiiiiiiiicie e 45

6 TraNSZPAIENS TESZE ... vviiiiii ettt e et e et e e anbeee s 49
6.1.1 Transzparens teszt all6 hangforrashoz............cccevvvviiiiiiii e, 49
6.1.2 Transzparens teszt mozgo6 hangforrashoz...........c.ccovveviiiiiiniesc 52

7 Sugarzas MOAelleZESe. ..............c.cooiiiiiiie e 95
8 Eredmények ErteKelESe..............cocooiiiiiiiiiiiiiiiii e 60
9 Potencialis feJlesZtéSek.............coiiiiiiiiiiiiii 65

IrodalomjegyzZEK. ..o 69



HALLGATOI NYILATKOZAT

Alulirott Bosnyak Bence, szigorld hallgato kijelentem, hogy ezt a szakdolgozatot meg
nem engedett segitség nélkiil, sajat magam készitettem, csak a megadott forrasokat
(szakirodalom, eszk6zok stb.) hasznaltam fel. Minden olyan részt, melyet sz6 szerint,
vagy azonos értelemben, de atfogalmazva mas forrasbol atvettem, egyértelmiien, a forras

megadasaval megjeldltem.

Hozzajarulok, hogy a jelen munkam alapadatait (szerz6(k), cim, angol és magyar nyelvii
tartalmi kivonat, készités éve, konzulens(ek) neve) a BME VIK nyilvanosan hozzaférhetd
elektronikus formdban, a munka teljes szovegét pedig az egyetem belsé haldzatin
keresztiil (vagy hitelesitett felhasznalok szadmara) kozzétegye. Kijelentem, hogy a
benyujtott munka és annak elektronikus verzidja megegyezik. Dékani engedéllyel
titkositott diplomatervek esetén a dolgozat szovege csak 3 év eltelte utan valik

hozzaférhet6vé.

Kelt: Budapest, 2023. 06. 11.

Bosnyédk Bence



Osszefoglalo

Mozg6 hangforrasok sugarzasanak modellezése szamos probléma megoldasaban
segithet. Hasznalhat6 tobbek kozott kozlekedési zajok szimulalasdhoz, terek
hangterjedésének optimalizalasahoz vagy akar jatékfejlesztésben, hangforrasok

modellezésére.

A dolgozat az erre hasznalhat6 akusztikai peremelem-modszerrel foglalkozik. Ez
egy numerikus médszer, melynek elénye, hogy egyenes vonalu egyenletes mozgast végzo

Kiterjedt testek sugarzasanak modellezését teszi lehet6vé.

Mozg6 hangforras esetén problémat okoz a Doppler-jelenség megvaldsitasa, és a

hangforras irdnykarakterisztikdjanak figyelembevétele a térszamitasban.

A dolgozat ismerteti a peremelem-moédszert a Helmholtz-egyenletbdl és a
Kirchhoff-Helmholtz integralegyenletbdl levezetve, és megmutatja, hogy egy kiterjedt
test felszinét, hogyan lehet elemekre bontani, majd ezekre az elemekre illeszteni egy
Gauss-kvadratarat. Végiil a szakdolgozat bemutat egy elkésziilt programot, ami

megvalositja egy hangsebességnél nem gyorsabb hangforrds sugarzasanak modellezését.



Abstract

Modeling the radiation of moving sound sources can help solve various problems.
It can be used, among other things, for simulating traffic noise, optimizing the

propagation of sound in spaces, or even for game development, modeling sound sources.

This thesis deals with the acoustic boundary element method that can be used for
this purpose. It is a numerical method that allows for modeling the radiation of extended

bodies performing straight-line uniform motion.

In the case of a moving sound source, implementing the Doppler effect and

calculating the directional characteristics of the sound source pose a problem.

This thesis presents the boundary element method derived from the Helmholtz
equation and the Kirchhoff-Helmholtz integral equation and shows how the surface of an
extended body can be divided into elements and fitted with a Gaussian quadrature.
Finally, the thesis presents a developed program that realizes the modeling of the sound
radiation of a moving source, which is not faster than the speed of sound.



1 Bevezetés

Mozgd hangforrdsok sugarzasanak vizsgalataval lehetdéség van kiilonb6zo
forrasok azonositasara, illetve szdmos felhasznalasi modja van, példaul kozlekedési zajok
modellezésében. A dolgozat a sugarzas peremelem-moddszerrel torténd szamitdsaval
foglalkozik. Mozgd hangforrasok hangterének szamitasa esetén figyelembe kell venni a

Doppler-jelenséget és a hangforras iranykarakterisztikajat is.

1.1 A szakdolgozat célja

A dolgozat bemutatja a peremelem-modszer hasznalatat egy mozgo hangforrasra,
az ezt implementalé Python programon keresztiil. A szakdolgozat ismerteti az akusztikai
peremelem-modszert a Helmholtz-egyenletbdl levezetve, kitérve a kiilonbségekre allo és
mozgo6 forrasok kozott. Az elkésziilt implementaciot részletesen bemutatom, értékelem a
kapott eredményeket, €s transzparens teszttel igazolom a program szamitisainak

helyességet.

1.2 A szakdolgozat felépitése

A dolgozat elején ismertetem a peremelem-modszert. Bemutatom, hogy hogyan
lehet egy parcialis differencialegyenletet megoldani, ha ismert a hozza tartozé szabadtéri
Green-fliggvény, majd ismertetem a Helmholtz-egyenletet és a Green-fiiggvényét. Ebbdl
az egyenletbdl levezetem a Kirchhoff-Helmholtz integralegyenletet, amibdl aztan a
peremelem-modszer matrixegyenletét. Ezutan megmutatom, hogy ezeket az egyenleteket

hogyan kell megvaltoztatni egy mozgd hangforras sugarzasanak modellezéséhez.

Ezt kovetden megmutatom, hogy a geometria elemei folott elvégzendd
integralasok, hogyan szamolhatok ki Gauss-kvadratura segitségével, és kitérek arra is,
hogy a peremelem-modszer matrixainak f6atloi hogyan szamithatok ki, és hogy miért van

sziikség arra, hogy kiilon kezeljiik ezt az esetet.

Mivel az elkésziilt program Python nyelven irddott, ezutan réviden bemutatom
ezt a programozasi nyelvet, és a program elkészitése soran hasznalt csomagokat. A
fontosabb csomagok hasznalatara példdkat is mutatok, és ismertetem, hogy milyen

szerepiik van az elkésziilt programban.



Majd részletesen ismertetem az elkésziilt programot. A program bemenete egy
geometriat leir6d fajl. Mutatok példat egy ilyen fajl készitésére GMSH programmal, és
arra, hogy a Python program hogyan értelmezi azt. Bemutatom, hogy a geometria f4j1bol
kapott haromszogek adatait hogyan szamolja ki a program, illetve azt, hogy ezeken a
haromszogeken hogyan helyezi el a kiszamitott kvadratarapontokat. Majd ismertetem,
hogy a peremelem-modszer matrixait hogyan lehet feltolteni allo és mozgd hangforras

esetén.

Az ezt kovetd fejezetben ismertetem a transzparens tesztet, és hogy hogyan lehet

a peremelem-modszer matrixait ezzel a teszttel ellendrizni a geometriatdl fiiggetlenil.

Ezutdn a program futtatdsaval kapott eredmények elemzése kovetkezik.

Ertelmezem a kapott dbrakat, és magyarazatot adok a latott grafikékra.

Befejezésképpen arrdl lesz szd, hogy az elkésziilt Python programot milyen
modon lehet tovabbfejleszteni, ugy hogy optimalizaljuk mind a futdsidét, mind a

memoriafelhasznalast.



2 A peremelem-modszer ismertetése

Ebben a részben a peremelem-modszer (Boundary Element Method,

tovabbiakban gyakran BEM) Helmholtz-egyenletbdl torténd levezetésérol lesz szo.

2.1 Szabadtéri Green-fiiggvény

Az akusztikai hullamegyenlet egy parcialis differencialegyenlet (tovabbiakban
gyakran PDE), igy analitikus megoldasa csak nagyon egyszer(i, idealizalt esetekben

létezik. Viszont ha ismert a PDE szabadtéri Green-fiiggvénye, akkor a PDE megoldasa

crer

fiiggvénynél nem feltételeziink peremeket, hanem végtelen téren értelmezziik.

Altalanosan:
L{F(x,x0)} = —6(x — xo).

Itt £ a linearis differencidloperator, F(x, x,) a linearis PDE szabadtéri Green-fiiggvénye
(Fundamental solution), 6 pedig a Dirac-delta. Tegyiik fel, hogy meg akarjuk oldani a
kovetkezé PDE-t:

L{u()} =—g).
Ha ismert F szabadtéri Green-fliggvény, akkor:

u=F=xg,

u(x) = f F(x, %6)9 (xo) dxo.

A szabadtéri Green-fliggvény F(x,xy) egy xo-ban elhelyezett, egységnyi erdsségii

pontforras valaszat jelenti x pontban [2].

2.2 Helmholtz-egyenlet
A kovetkez6 PDE-t nevezziik Helmholtz-egyenletnek:
Vip + k?p = —Q.
Az egyenletben k a hullimszam, tehat k = 2771’ ahol A a hullamhossz, Q pedig a

forrasok terének térbeli eloszlasat leir6 fliggvény. A nabla operator (V) jelentése

p(x,vy, z) fliggvényre:



__dp dp Op
p_ax'ay'az'

VZp = V- Vp, tehat:

0%p 0%p 0%p
2. _
v p_6x2+6y2+622'

Vegyiik észre, hogy V2 miatt p fiiggvénynek a térben mindenhol kétszer

differencialhatonak kell lennie.

2.3 A Helmholtz-egyenlet Green-fiiggvénye

A Helmholtz-egyenlethez tartozd szabadtéri Green-fiiggvény meghatarozhato
Fourier-transzformacidval, és haromdimenzidban az alabbi alakot Olti:
e~ jkr

G(x,x9) = e

A green-fiiggvényben k a hullamszam és r = |x — x;|.

A nyomas amplitiddjanak - csokkenése a teljesitmény = csokkenését jelenti,
vagyis r tavolsagra felvéve egy gombfeliiletet a feliileten atmend lesugarzott teljesitmény

r-t6l fliggetleniil konstans.

2.4 Kirchhoff-Helmholtz integralegyenlet

Ebben a részben a Helmholtz-egyenletbdl levezetem peremelem-modszer alapjaul

szolgald Kirchhoff-Helmholtz integralegyenletet.

Eléallitjuk a parcialis differencidlegyenlet gyenge alakjat, ami azt jelenti, hogy
vesziink egy tetsz6leges fiiggvényt (), igynevezett tesztfliggvényt, és beszorozzuk vele

az egyenletet, majd végig integraljuk az egyenletet a teljes megoldasi tartomanyon.
[peee + Kp@ldx = [ -peoee) dx
Q Q

Fontos, hogy csak akkor lesz ekvivalens az eredeti PDE és a gyenge alak, ha i
tetszOleges fiiggvény lehet. Integraljuk parcialisan a gyenge alak Y V?p tagjat.

YVip =V -Vp) =YV -Vp =V-@Vp) + V- (Vip) + V2yp
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frjuk vissza az integrélba.
fV-(t/)Vp)dx —fV-(Vl/)p)dx+f|721/1pdx+fl/)k2pdx = J—podx
Q Q Q Q Q

A Gauss-tétel szerint térfogati integralbol feliileti integral készithetd, a kovetkezd
modon: [ V- (fg)dx = [.fg-Adx, ahol feliilvonas jeloli a vektorokat, és 7 a
normalvektor, ami a feliileten kifelé mutat. Alkalmazzuk ezt az els6 két tagra, és vonjuk

Ossze a harmadik és negyedik tagot.
dp
flp%d f pdx+f [V2y + k%) dx—f —Q dx
r

A kordbbiakban kiko6tottiikk, hogy p fliggvénynek a térben mindenhol kétszer
differencialhatonak kell lennie, viszont ebben a formaban a differencialegyenlet nem
tartalmaz p-re kikotést. Ezért nevezziik ezt a PDE gyenge alakjanak. Vegyiik észre
viszont, hogy H {¥)(x)} = V%) + k?p, tehat a Helmholtz-operator most a
probafiiggvényre hat, ennélfogva az eredetileg tetszélegesen megvalasztott

fiiggvénynek kell a térben mindenhol kétszer differencialhatonak lennie.

A kovetkez6 1épésben ¥ £ G (x, x,), azaz legyen Y a szabadtéri Green-fliggvény.
G —dx — f —dx — a(xy)p(xg) = f—GQ dx

Itt a(xy) =1, %, 0, attol fliggden, hogy x, a tartomanyon beliil (), a peremen (I") vagy
azon kiviil helyezkedik el. Fontos, hogy a = % Xy € I' csak akkor igaz, ha a perem sima.

Ha a peremen van csucs, akkor @ = ﬁ lesz, ahol w a csucs térszoge.

Rendezziik at az egyenletet.

o), _ [ ),

aCzo)p(a) = [ 6Gex) —

+fG(x,xO)Q(x) dx
Q

Ezzel megkaptuk a Kirchhoff-Helmholtz integralegyenletet.

Vizsgaljuk meg az integralegyenlet tagjait.

LG (x,x0)Q(x) dx

11



crer

forrasok terét azzal a feltételezéssel, hogy ) tartoméany végtelen. A masik két tag

korrigalja ezt a véges tartomany figyelembevételével.

2.5 Peremelem-modszer

A célunk a Kirchhoff-Helmholtz  integralegyenletb6l egy algebrai
egyenletrendszert 1étrehozni, mivel azt tudjuk szamitogéppel megoldani. A tovabbiakban

igy modositjuk az integralegyenletet:
f G(x,x0)Q(x)dx =0.
Q

Ezzel azt feltételezziik, hogy az () tartomanyon beliill nem helyezkednek el térben

elosztott forrasok. A peremen elhelyezked6 forrasokat a masik két tag
( fFG(x,xo)%dx— fFde) foglalja magaba. A rezgésakusztikaban a

legtobbszor rezgd feliiletekrdl valo lesugarzast, visszaverddést vizsgalunk, ezért gyakran

¢lhetiink a Q = 0 feltétellel.

Kovetkezo 1épés a geometriai diszkretizalas, amit a kdvetkezOképpen irhatunk le:
Q:UQL- QN =0 i%j,
i

tehat a tartomanyt felosztjuk E darab nem atlapold elemre, és ezek folott szamoljuk ki az

integralt. Legyen Z—Z =q. p ¢és q diszkretizalasat alakfiiggvényekkel végezziik.
Alakfiiggvényként legtobbszor valamilyen alacsonyrendil polinomfiiggvényt (pl. linearis,
kvadratikus) valasztunk az elemek folott. Mivel p és g derivalhatosagara nincsen
megkotéslink, ezért a legegyszerlibb valasztdssal az alakfliggvényt itt olyannak

valasztjuk, ami egy elem f6l6tt konstans.

E
0

fG(x,xo) I;Elx) dx = Zf G(x,x0) dx g;

o i=1 "%

Tipikusan a peremen vagy p, vagy q ismert. Az ismeretlen valtozo

meghatarozasahoz egyenletrendszert alkotunk kollokaciés modszerrel. Ehhez x, legyen

az elemek kozéppontjaban. Ennek hatasara a(x,) mindig % lesz és p(xy) = p;.

12



E E
1 0G(x, x;)
=p; = G(x,x;)dx q; — ——dxp;
2 "y 0, on

j=1 ] j=1 ]

0G(x,x;)
on

A tovibbiakban nevezziik el [, G(x, x;) dx-t G;;-nek, [, dx-t pedig
] ]

Hij-nek. Miveli = 1,2,3, ..., E, ez E darab egyenletet jelent. Matrix alakban:

o]
||

p==Gq—Hp

N =

Ezzel megkaptuk a peremelem-moddszer matrixegyenletét, ahol felillvonas jeldli a

vektorokat és kettds feliilvonas a matrixokat. G és H matrixok frekvenciafiiggdek, telick

és komplex értékiiek lesznek.

Ha a felilleten mar ismert p és g vektor is, akkor az Q tartomany tetszdleges
pontjaban ki tudjuk szamitani p-t, Gjra alkalmazva az integralegyenletet. a = 1 lesz

mindenhol, és az eredmény pedig matrix-vektor szorzasként adodik.

2.6 Mozgo hangforras

A kovetkezOkben arrol lesz sz6, hogy hogyan kell valtoztatnunk az
integralegyenleteken a mozgd hangforras terének szamitasdhoz. Vegyiik észre, hogy az a
probléma, ahol a hangforras egyenes vonalll egyenletes mozgast végez, €és az a probléma
ahol a kozeg aramlik ekvivalens. A mozgo6 forras allo6 vevohoz lesugarzott terét tigy
kapjuk, hogy a mozgo6 forrassal egylitt mozgd koordinatarendszerben egy, a mozgas

iranyaba es6 egyenes mentén szamoljuk ki a lesugarzott teret.

Hasonlitsuk 6ssze a hullamfrontokat allo (Id.: 2.1. abra), illetve mozg6 (Id.: 2.2.
abra) hangforras esetén. Megfigyelhetd, hogy a hullamfrontok mozgd hangforrasnal

surisodnek.

13
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2.1. abra: Hullamfrontok all6 hangforras esetén
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2.2. abra: Hullimfrontok mozgé hangforras esetén
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Ha ezeket az értékeket egy egyenes mentén kiolvassuk, akkor jobban

szemléltethetd a Doppler-jelenség. Ezt mutatja a 2.3. abra.

2 -

l -
1
3
£

- 0 7]
—

_1 -

_2 -

-4 -2 0 2 4
méter

2.3. abra: Doppler-jelenség

Megfigyelhet6, hogy amig a hangforras a vevo felé mozog a frekvencia magasabb

lesz, mint amikor mar elhagyta a vevot.

2.6.1 Modositott Helmholtz-egyenlet

A hangforras egyenes vonall egyenletes mozgasa esetén a Helmholtz-egyenletet
a kovetkez6 modon kell modositani:

op 9%p
72 k?p — 2jkM — + M? — = 0.
pt Kp—2 0x+ 0x?

Az egyenlet feltételezi, hogy a mozgas x iranyba torténik és, hogy M < 1. M a
Mach-szam, azaz M = h:;l ahol c a hangsebesség. Figyeljik meg, hogy ha M = 0, tehat

all6 hangforrasrol van sz6, akkor a harmadik és negyedik tag kiesésével visszakapjuk az

eredeti Helmholtz-egyenletet.

15



2.6.2 Modositott Green-fiiggvény
A Helmholtz-egyenlet moédositasaval természetesen a hozza tartozo Green-
fliggvény is valtozik:
o~ JK(R+B)
“= TR
A Green-fiiggvényben K, R és B a kovetkezoket jelolik:

k

K=—-,
1-M?

R =/(x —x0)2 + (1 = M2)((y — ¥0)? + (z — 20)?),
B = M(x — x,).

Itt is megfigyelhetjiikk, hogy M = 0 esetén visszakapjuk az 4ll6 hangforras

Helmholtz-egyenletéhez tartozd Green-fiiggvényt.

2.6.3 Modositott Kirchhoff-Helmholtz integralegyenlet

A mozgd hangforras Helmholtz-egyenletébdl a 2.4-es fejezethez hasonloan
levezethetjiik a Kirchhoff-Helmholtz integralegyenletet. Tehat vesszilk az egyenlet
gyenge alakjat, parcialisan integraljuk, majd a tesztfliggvény helyére behelyettesitjiik az

adjungalt PDE Green-fiiggvényét. Ha ezt megtessziik a kdvetkezot kapjuk:

ap dp G

G\
(G—— p%> — 2jkMGpn,; — M? (Ga — pa) n, ds.

a(xo)p(xo) = J on

s
Itt n, a normalvektor x komponensét jeloli.

Az x vektort bontsuk fel egy normalis és egy tangencialis iranyt komponensre.
x=G n)-a+E-0)-f

op _ _O0p _ _0p
a—(x n)%+(x ﬂa

Mivel t tangencialis iranyu és a kivalasztott konstans alakfiiggvények az elemen

tangencialis iranyban nem valtoznak (X - t) Z—i = 0 lesz, tehat ezt a tagot elhagyhatjuk.
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Ennek segitségével a Kirchhoff-Helmholtz integralegyenlet igy modosithato:

(o) ( )—f 0+ 2jkMGpn, + M2 28 d5+faap m2n,2 2P gs
a(Xo)p\Xp) = i anp J pn, 0xn1p . on ny an

A fentiekkel azonos ~p = —Hp + Gq alakban felirhato, ahol Hy és Gy a
kovetkezoképpen szdmithato:

96 (X%, X)

9% n, (x) dx,

dG (X, x) . o _
Hij = fgja—r;J’ 2jkMG (%, £)ny (X) — M?

Gij =j G(x,%)[1 — M?n,%(x)] dx.
Qj
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3 Integralas az elemek folott

Az elézéekben nem kotottiink ki semmit (); tartomanyok alakjara, a gyakorlatban
viszont a geometridnkat haromszogekre fogjuk osztani. A BEM matrixok kiszamitasahoz
tehat a feladatunk Green-fiiggvény és a Green-fiiggvény normalis iranyu derivaltjanak

integralasa a haromszogek folott.

3.1 Gauss-kvadratura

A Gauss-kvadratura lehetdvé teszi egy integral elvégzését, megfelelden

megvalasztott pontok és hozzajuk tartozé sulyok segitségével a kdvetkezd modon:

1 N
[ rwa=Y reow,
-1 i=1

ahol w; az f(x;)-hez tartoz6 stly és N a kvadratira pontszama, azaz azt jelenti, hogy
hany ponttal osztjuk a tartomanyt. EQy N darab pontbdl 4116 kvadratira pontos eredményt
ad egy maximum 2N — 1-ed foku polinomra. A pontok és sulyok szamitasara ez a

dolgozat nem tér Ki.

® . 4 -
-14 12 -1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14

02

3.1. abra: Gauss-kvadratira pontok szemléltetése N = 5 esetén
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Vegyiink egy egyszeri példat. Integraljuk az f(x) = x? fiiggvényt a -1,1

1 3
f x%dx = l—
1 3

Ha Gauss-kvadraturaval szeretnénk elvégezni az integralast, akkor elég a

tartomanyon.

1

2
3

-1

kvadratura pontszamat 2-nek valasztani, mert az integraland6 polinom csak mésodfoku.
Ekkor a pontok — \E \E lesznek a sulyok pedig 1, 1. Tehat azt mondhatjuk:

2 2

fl 2dx = ! 14| 2 =2
_1x X = 3 3 =3

3.2 Kvadraturapontok elhelyezése a haromszogeken

Jelenleg tetszéleges pontszamu kvadratarat 1étre tudunk hozni a -1,1
tartomanyon. A tovabbi abrakon feltételezem, hogy N = 7, de természetesen a megoldas
tetsz6leges pontszamt kvadratirara mikodik. A 3.2. abra ezeket a kvadratirapontokat

szemlélteti a szdmegyenesen.

| *—0 * ® * *—o |
T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

3.2. abra: Kvadratira pontok a szimegyenesen

Ahhoz, hogy ezeket a pontokat ra tudjuk helyezni egy haromszogre, kétdimenzids
kvadraturapontokat hozunk Iétre Ggy, hogy vessziik az eredeti kvadratura pontok minden
lehetséges parositasat, azaz a tenzorszorzatat. Ezzel alkotunk N2 darab pontot. Ennek az

eredményét mutatja a 3.3. abra.
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3.3. abra: Kétdimenzios kvadratirapontok

A pontok modositasaval a stlyokon valtoztatnunk kell.
Wi, j =w;- Wj

Tehat egy kétdimenzios pont sulyat gy kaphatjuk meg, ha 6sszeszorozzuk az azt alkotd
két eredeti kvadraturapont sulyat. gy a stlyok osszege egyenld lesz néggyel, azaz a
négyzet teriiletével.

A kovetkezd 1épésben ra fogjuk helyezni a kvadratirapontokat egy haromszogre.
Ehhez az eddigi négyzet (—1,—1),(—1,1),(1,—1),(1,1) koordinatait médositjuk a
kovetkezoképpen: (0, 0),(0,0),(1,0),(0,1), tehat Ggy készitiink bel6le haromszoget,

hogy két koordinatajat megegyezdvé tessziik.

Vegyiik Py(&o, no) kvadratirapontot, és képezziik a kdvetkezé matrixot:

A-%)@A=1mo) (A+&)A—no) (A48 +mn) (1—80)(1+n0)
4 4 4 4 ’

majd szorozzuk Ossze a haromszog koordinatait tartalmazd matrixszal és megkapjuk a

pont koordinatajat a haromszogon.
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1-8%)(1—1n0) (A+&)(A—1n9) A+ +ny) (1_50)(1*‘770)]

4 4 4 4
0 0
0 0]_ [(1'*'50)(1'*‘770) (1_50)(1'*‘7]0)]
%

Tehat azt mondhatjuk, hogy Py($o 19)-bol képzett pont a haromszogon

P, ((Hs")fm") , (1_5")4(1“’0) ) lesz. Ezeket a P’ pontokat mutatja a 3.4. abra.

0
e o
0.8 -
°
o @
0.6 - ° ®
o = °
0 ®
0.4 -
o o
° 0
® ® L
0.2 - O O
o o
\. e ©
° o
o, o ®
00{ % % @ . * ¢ o
T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

3.4. abra: Kvadratirapontok haromsz6gon

Természetesen a sulyokat ismét meg kell véltoztatni. Tyegy e = 4 VOIL, viszont
Tharomszog = %, igy a stlyok Osszege is % kell, hogy legyen. A sulyok atskalazasahoz a
fenti transzformacid Jacobi-determinéansat kell kiszamitani az egyes pontokban.

A kovetkezd lepés a kétdimenzids pontokat elhelyezni egy haromdimenzids

haromsz6gon. Ehhez minden P(&,7n) pontokbol képezzik P(x,y,z) = (1 —§& —n,&,1n)

pontokat. Igy haromdimenzios pontjaink lesznek.

Ezeket a pontokat mar csak ra kell helyezni a geometria haromszdgeire. Ahhoz,
hogy egy haromszdgre ra tudjuk illeszteni a pontokat, vegyiik a kvadratirapontokat leird
N?-szer harmas matrixot és szorozzuk dssze a hdromszog pontjait leird haromszor harmas

matrixszal. Igy kapunk egy NZ2-szer harmas métrixot, ami tartalmazza a haromszogre
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illesztett kvadratirapontokat. Egy ilyen haromdimenzios haromszog kvadratura pontjaira

mutat egy példat a 3.5. dbra.

Ahhoz, hogy megkapjuk a helyes sulyokat minden sulyt meg kell szorozni a

haromszog teriiletének kétszeresével. Azért van sziikség a kétszeres szorzoéra, mert
eredetileg a sulyok Osszege 5> igy ezutan a miivelet utan lesz a sulyok 6sszege egyenlo a

haromszog teriiletével.

<
oS

» L
Lo £0.130
—o £0.135

=] — i
s . £0.140
(<) ™ L
= ® —0.145
o

= £0.150

0
—0.1090.0950.0900.0850.0800 075 0-9'%5%

3.5. abra: Kvadratirapontok a geometria egyik haromszogén

3.3 Az integralas elvégzése

Integraljuk az adjungalt PDE Green-fiiggvényét (Id.: 2.6.2-es fejezet) a geometria
egy tetszOleges haromszoge folott. Vegyiink egy tetszdleges Py(xg, Yo, Zo) pontot. A
valds probléma megoldasakor P, a geometria haromszdgeinek kdzéppontjain fog végig
iteralni, tehat minden haromszog kozéppontjabdl integralunk minden hadromszog folott,

és igy toltjiik fel a BEM matrixokat. Az integralds igy végezhetd el:

N e_jK(Ri'l'B)
- 4‘7'[Rl !
=1
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ahol N a kvadratra pontszama, w; az i-edik kvadratiraponthoz tartozo suly és R; a

kvadraturapontok €s py kozott igy szamithato:

Ri =/ (x; — x0)2 + (1 — M2)((y; — ¥0)? + (zi — 20)>-

Tehat minden kvadratirapontra ki kell értékelni a Green-fiiggvényt, majd
beszorozni a ponthoz tartozé stllyal, és ezeknek a szorzatoknak az Osszege fogja az

integralas eredményt megadni.

3.3.1 A BEM matrixok foatloi

A BEM miatrixok feltoltésénél kiilon kezeljiik azokat az eseteket, amikor a
matrixok atlgjat szamitjuk, azaz annak a haromszognek a kozéppontjabdl integralunk,

ahol elhelyeztek a kvadraturapontokat.

3.3.1.1 A G matrix féatloja

Az adjungalt PDE Green-fiiggvénye csak akkor értelmezhetd, ha R # 0, tehat ha
egy kvadraturapont sem esik a haromszdg kozéppontjara. Ezt tigy tudjuk biztositani, hogy
a haromszoget harom részre osztjuk, majd ezekre a haromszogekre illesztjilk a

kvadratarapontokat. Ezt mutatja be a 3.6. abra.

*
o ¢ 3
0.55 * o e
(5] (=]
) ® N
o, ° oepo o0
o 0
0.50 °e e e % %0
38 8 (o° 'R’ |
oo &0 eO o0
0.45 da®|® ®
.. o Q i)'(' I
L © -
e Nk
0.40 ® &
0.35

3.6. abra: Kvadratirapontok a részekre osztott haromszogon
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fgy a kvadratira pontok bestiriisddnek a kozéppont koriil, viszont soha nem lesznek rajta.

Az integralas eredménye, azaz a G matrix foatlojanak eleme ilyenkor a harom

kisebb haromszog f616tt kiszamitott integralok 0sszege lesz.

3.3.1.2 A H matrix féatloja

A H matrixba a Green-fliggvény normalis irdnyt derivaltjanak integraltjai
kertilnek. Mivel a kvadratarapontokbol a haromszog kdzéppontjaba mutatd vektorok és
a haromszog normalvektora merblegesek lesznek, kijelenthetjiik, hogy egy allo

hangforrés H matrixanak f6atlojanak minden eleme nulla.

Mozgd hangforrds esetén a 3.3.1.1-es fejezetben ismertetett modszerrel kell

kiszamitani az 4tl6 elemeit.
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4 A Python programozasi nyelv

A Python egy magas szintli, altalanos célii programozasi nyelv, amelyet sok
kiilonb6z6 probléma megoldasara lehet hasznalni [3]. Az elkésziilt program készitéséhez
azért valasztottam, mert szintaxisa konnyen érthetd és olvashatd, és szamos olyan
konyvtar és modul irdédott ehhez a nyelvhez, amely nagyban megegyszerlsitette a

munkamat.

A Python programozasi nyelvnek igen kiterjedt és széleskorti standard konyvtara
van, amit még kiegészitenek az egyéb (masok altal) megirt publikus modulok [4]. A

tovabbiakban az utobbiakrdl lesz szo.

4.1 Pip

A pip a Python nyelv csomagtelepitdje. A pip segitségével lehet csomagokat
telepiteni a Python Package Index-rél (PyPI) és mas indexekrdl [5].

A pip telepitheté a kovetkez6 Windows Command Prompt-ban kiadott

paranccsal:
python3 -m ensurepip --upgrade
Ha a pip telepitve van, akkor a kiilonb6z6 csomagok igy installalhatok:
python3 -m pip install <csomagnév>

Ebben az esetben a megadott csomag legfrissebb verzidja lesz telepitve.

Lehetdség van a csomagok egy adott verzidjanak installalasara is. Erre egy példa:
python3 -m pip install black==22.12.0

Ez a parancs a black csomag 22.12.0-as verzidjat telepiti.

4.2 NumPy

A NumPy az egyik alapvetd csomag Pythonban a tudomanyos szamitasokhoz [6].
Az elkésziilt program futasi ideje szempontjabol kritikus ez a konyvtar, hiszen a
miveletek a NumPy 4ltal biztositott matrixokkal és vektorokkal, nagysagrendekkel

gyorsabbak tudnak lenni, mint a ciklusokkal elvégzett szamitasok.
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4.2.1 NumPy tombok

A NumPy biztosit tobbdimenzids tombdket. Mig egy Python listaban kiilonb6z6
adattipusok szerepelhetnek, egy NumPy tombben az 6sszes elemnek azonos tipusunak

kell lennie, mivel igy a tombokon végezheté miiveletek joval hatékonyabbak tudnak lenni
[7].
A Numpy konyvtar hasznalatdhoz a telepités utdn importalni kell azt. Erre a

konvenci6 az, hogy az importalt nevet igy roviditjiik:
import numpy as np

Importélds utdan NumPy tombot a kovetkezd modokon hozhatunk 1étre:

array_1 = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]])
array_2 = np.empty((2, 3), dtype=int)
array_3 = np.zeros((2, 3), dtype=int)

Az els6 sor egy (2, 3) alakt tombdt hoz 1étre, amely igy néz ki:

[[1 23]
[4 5 6]]

A masodik sor szintén egy (2, 3) alak tombdot hoz 1étre, amelyben talan azt
gondolhatnank, hogy nulldk lesznek, de valdjaban inicializaltalan memoriaszemét van.

Egy lehetséges kimenet:

[[ 96 116 112]
[ 24 101 93]]

A harmadik sor hoz Iétre olyan (2, 3) alakt tombot, amelynek minden eleme 0.
Ezzel megegyez0 modon az ,, np.ones()” fiiggvény olyan tomboét ad vissza, amelynek

minden eleme 1.

Még egy fliggvény, amit hasznalok a programban, és szintén NumPy tombdot ad

vissza, igy néz ki:
eye = np.eye(5, dtype=int)

Ez a figgvény egy (m, m) alaku egységmatrixot ad vissza, ahol ,,m” a fiiggvény

elsd paramétere. A fenti kod eredménye:

[

L e B M M |
OO0 R
(ORI R ]
OO0 RrRLrOO0
OrRroO0o0
RPOO0OO®
[y
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4.3 Matplotlib

A Matplotlib kényvtar statikus, animalt és interaktiv vizualizaciok létrehozasahoz
hasznalhato Pythonban [8]. Matplotlib segitségével jelenitettem meg a programban

hasznalt geometriat és egyéb vizualizalhato adatokat.

Egy egyszerii példa a konyvtar hasznalatéra:
import matplotlib.pyplot as plt

X, y = coords.T
plt.scatter(x, y, marker="D", color="red")
plt.show()

A fenti kodrészlet egy (p, 2) alakti matrixban eltarolt, p darab kétdimenzids pont
vizualizacigjat végzi el. Egy lehetséges példa a kodrészletben szerepld ,, coords” NumPy

tOmbre tehat:

[[0.76557345 0.02942652]
[0.26166034 0.56212574]
[0.13337506 0.64638068]

[0.96084924 0.47003485]
[0.62828057 ©.33998496]
[0.05096809 0.15029321]]

A fenti matrix minden sora egy pont x és y koordinatajat tartalmazza.
Természetesen a matrix transzponaltja, igy két sorbdl fog allni, és a kodrészlet masodik
sora ezt a két sort tarolja el az ,,x " illetve az ,,y” nevii valtozokban. Ezzel minden pontnak
az x, illetve y koordinatajat fogja tartalmazni a két valtozo és mindkettd tomb hossza meg

fog egyezni a pontok szamaval.

A harmadik sorban a ,, scatter() ” fiiggvény kirajzoljaaz ,,x” és,,y " valtozok altal
meghatarozott pontokat. Az opciondlis ,,marker” és ,,color” paraméterek miatt a

pontokat piros szinli gyémant (Diamond) alak fogja jelSlni.

Végiil a ,,show() ” fiiggvény megjeleniti az elkésziilt abrat. A 4.1. abra egy ezzel

a koddal 1étrehozott abrara mutat példat.
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4.1. abra: A pontok megjelenitve Matplotlib konyvtar segitségével

4.4 Egyéb hasznalt csomagok

A tovabbiakban a felhasznalt, de kevésbé l1ényeges csomagokrol lesz szo.

4.4.1 Black

A Black egy kdédformazé a Python programozasi nyelvhez. A program készitése
soran végig ezt hasznaltam, mert sokkal egyszeriibb és gyorsabb, mint kézzel formazni,
és a Black futtatdsa utdn nagyon letisztult és olvashaté kodot kaptam. A Black a

kovetkezd paranccsal futtathato.
python3 -m black thesis.py

Ezzel formazhatjuk a ,, thesis.py” modult.

4.4.2 Pylint

A Pylint futtatas nélkiil elemzi a kodot. Hibakat keres és ellendrzi a kddolasi
konvenciokat, majd javaslatokat tesz a problémak javitasara [9]. Ez a csomag segitett
abban, hogy a kddomban ne legyenek nem hasznalt valtozok, és egyéb kisebb hibakat is

segitett kijavitani.
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5 Az elkésziilt program ismertetése

5.1 Geometria

Az elkésziilt Python program egyik bemenete egy fajl, ami leirja a geometriat.
Ennek a fajlnak meg kell felelnie bizonyos formai eldirdsoknak, amiket ez az 5.1.2-es

fejezet targyal.

5.1.1 Geometria létrehozasa

A hasznalt geometriat a GMSH program hasznalataval hoztam létre. A GMSH
egy nyilt forraskodu szoftver, amely segitségével 1étrehozhat6 egy olyan haromdimenzios

geometria, amelyet az elkésziilt Python program bemenetként var.

Egy ilyen geometria elkészitésének elsd 1épése a testet meghatarozd pontok,
vonalak ¢és feliiletek leirdsa, és paraméterek meghatarozasara a GMSH sajat

szkriptnyelvének hasznalatdval. Az igy létrehozott ,.geo” Kkiterjesztésli f3jl

felhasznalasaval dolgozhatunk.

A kovetkezd 1épés a test felszinének feldarabolasa tetszéleges méretil
haromszogekre. Ezt a GMSH automatikusan elvégzi. Minél kisebb haromszdgeket
haszndlunk, annal pontosabban kozelitjiik a ,,.geo” fajlban leirt alakzatot, viszont

exponencialisan novekszik a Python program memoriaigénye és futasi ideje.

Az 5.1. dbra mutat egy példat a GMSH felhasznaloi feliiletére. Lathato, hogy a
bal oldali ,, Parameters” résznél lehetdség van a geometria paramétereinek modositasara.

i3]

Leginkdbb ezek koziil az ennél a geometridnal ,,e” névvel ellatott paraméter a
legfontosabb, hiszen ez adja meg, az elemméretet, azaz hogy mekkora haromszogekre

bontsa a GMSH a geometria felszinét.

Végiil az igy kapott haromszdgekbdl allo testet egy ,,.msh” kiterjesztésl fajlba
kell menteni. Ennél a 1épésnél fontos figyelni, hogy a program csak akkor tudja
megfelelden értelmezni a kapott geometriat, ha ,, Version 2 ASCII” formatumban van az

elmentve.
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5.1. abra: Geometria készitése GMSH programmal

5.1.2 Geometria beolvasasa

A megadott geometria fajl beolvasasaért a ,, MeshReader” osztaly felelés. Az
osztaly konstruktora a geometriat meghataroz6 haromszogeket leiro ,,.msh” fajl elérési
utvonalat varja paraméterként. A 1étrehozott objektum , get triangles()” metodusa
visszaadja a haromszogeket tartalmazo (n, 3, 3) alaki NumPy array-t, ahol n a
haromszogek szdma.

A geometridt tartalmazo fajlban vannak pontok, melyeket hdrom-harom valds
koordinata hataroz meg, illetve vannak a haromszogek, amelyek ezekre a pontokra

tartalmaznak hivatkozasokat. Egy példa egy ,,.msh ” t4jl felépitésére:

$MeshFormat
2.2 0 8
$EndMeshFormat

A f3jl elején talalhaté a formatum a ,, SMeshFormat” és ,,$EndMeshFormat”

sorok kozott. A 2.2 a verzidoszam, a 0 azt jelzi, hogy ASCII karakterkodolds van
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hasznalva, mig a 8 azt jelenti, hogy a lebegdpontos szamok 8 bajton vannak eltarolva. Ez

arész lényegtelen a Python programnak, igy beolvasasnal ezt a részt atugorjuk.

$Nodes

63

1000

2 -0.125 0.23 ©

3 0.125 90.23 0

4 0.125 0.23 -0.22
5 -0.125 0.23 -0.22

59 0.03349707337812233 -0.04025750017071325 -0.02561289481288792
60 -2.995179881892796e-10 0.1521976308991798 ©

61 -0.06803915583475734 0.1596500593249714 ©

62 0.06803915526497087 0.1596500596409137 ©

63 0 -5.782411586589357e-19 -0.04

$EndNodes

A ,,$Nodes” és az ,, 8EndNodes” sorok kozott talalhatoak a pontok. Az elsé sor
jelzi, hogy 63 pontot tartalmaz a geometria, €s a tobbi sorban vannak ezek pontok

felsorolva. Minden ponthoz tartozik egy azonositd szam illetve harom valos koordinata.

$Elements

167

1152001

2 15 2 0 1001 2
315 2 0 1002 3

4 15 2 0 1003 4

18 1 2 0 100 3 18
19 1 2 0 100 18 4
201 2 0 101 4 19
21 1 2 0 101 19 5
80 2 20 11 19 5 51
81 2 20 11 20 2 51
82 2 20 11 2 21 51
83 2 20 11 4 19 52

164 2 2 0 61 47 15 63
165 2 2 0 61 48 49 63
166 2 2 0 61 49 14 63
167 2 2 0 61 46 47 63
$EndElements

Az , 8Elements” és az ,,8EndElements” sorok kozott talalhatdéak a geometria

»elemei”. Ezek lehetnek vonalak, haromszégek vagy sikok, viszont a program csak a
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haromszogeket olvassa be. A fenti kodrészletben azok a sorok tartalmaznak
haromszogeket, ahol a sor masodik szdma, az azonositd szdm utan kettes. Az ilyen sorok
utolsd harom eleme a haromszoget meghatarozo harom pont azonositoja. Ennek alapjan
példaula, 812201120251 sor egy olyan haromszoget tartalmaz, amelynek azonositod
szama ,, 81 ” és a huszas, a kettes €s az 6tvenegyes azonositd szamu pontok alkotjak a

csucsait.

A MeshReader osztaly konstruktora a paraméteriil kapott elérési uton talalhatéd
fajlbol beolvassa a pontokat egy (k, 3) alaku, valos szamokat tartalmazé numpy tombbe,
ahol k a pontok szamat jeloli és a haromszogeket egy (n, 3) alaku, egész szamokat
tartalmazé numpy tombbe, ahol n a haromszogek szamat jeldli. A haromszogeket
tartalmazo tomb, tehat nem tartalmazza a csucspontok koordinatait csak referencidkat a

pontok tomb elemeire.

def __init_ (self, mesh_file):
self.nodes = np.empty((@, 3), float)
self.triangles = np.empty((0, 3), int)

with open(mesh_file, mode="r", encoding="utf-8") as f:
line_type = None

for line in f.readlines():

if line.strip() == "$Nodes":
line_type = "node"
continue

elif line.strip() == "$Elements":
line_type = "element"
continue

elif line.strip() in ["$EndNodes", "$EndElements"]:
line_type = None
continue
elif not line_type:
continue

line = line.strip().split()

if line_type == "node" and len(line) ==
self.nodes = np.append(
self.nodes,
[[float(line[1]), float(line[2]), float(line[3])]1],
axis=0,
)
elif line_type == "element" and len(line) ==
self.triangles = np.append(
self.triangles,
[[int(line[5]), int(line[6]), int(line[7])]11,
axis=0,
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Az osztalynak két attributuma van. A ,, nodes” tarolja a harom valds szam (float)
altal meghatarozott pontokat, mig a ,, friangles ” tdmbben a harom egész szam (int), azaz

a node-ok sorszamai, altal meghatarozott haromszogek vannak.

Miutan megnyitjuk a geometriat tartalmazo fajlt, végig iteralunk a sorokon. A
,line_type” névi valtozoban eltaroljuk azt, hogy a sor tartalma pont (node), elem
(element) vagy egyik sem (None). A , line type” kezdetben , None” és ha elérjik a
pontok kezdetét jelz6 ,, $Nodes” vagy az elemek kezdetét jelz6 ,, $Elements” sort akkor
megvaltoztatjuk a valtozo értékét. Ha elérjiik a pontok vagy elemek végét jelzo

., 8EndNodes” vagy ,, SEndElements” sort akkor a valtozo értéke ujra ,, None” lesz.

Haa,, line type” értéke ,, None” akkor az adott sort nem olvassuk be. Ha ,, node”
akkor a ,,nodes” listahoz hozzaadjuk a NumPy ,,append()” fliggvényével a sor azon
részeit, amik a koordinatakat tartalmazzak. Vegyiik észre, hogy a fenti logika szerint
minden sor a,, $Nodes ” és ,, $EndNodes ” sorok kdzott pontot tartalmaz. Ez nem lesz igaz,
hiszen az els6 sor a pontok szamat tartalmazza, ezért sziikséges lesz a sort alkoto,

szokozzel elvalasztott adatok szamossagara feltételt kikotni.

Ha a ,,line _type” értéke , element”, és a sort nyolc adat alkotja, akkor a pontok

sorszadmait a ,, triangles ” NumPy tombhoz adjuk.

Mivel nehezebb lenne tigy hasznalni az adatokat, hogy a haromszogek listaja csak
referencidkat tartalmaz pontokra, a létrehozott objektum ,,get_triangles() ” metodusa egy
olyan (n, 3, 3) alakit NumPy tombét ad vissza, ahol ,,n” a haromszogek szama, és minden
haromszoget hdrom darab, valds szamokat tartalmazo hdromdimenzids koordinata

hatdroz meg.

def get_triangles(self):
triangles = []

for triangle in self.triangles:
triangles.append(

[
self.nodes[triangle[@] - 1],

self.nodes[triangle[1l] - 1],
self.nodes[triangle[2] - 1],
)

return np.array(triangles)

Ez a fliggvény egyszerlien végig iteral az osztaly ,, triangles” attribituman (nem

Osszetévesztendd a fliggvény szintén ,, triangles” névil valtozojaval), és a haromszogek
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csucspontjait meghatarozd ,,node” sorszamokat, a megfeleld ,,node”-okban tarolt
koordinatakra cseréli. A program a tovabbiakban az igy kapott ,,triangles” tombbel

dolgozik.

Egy példa a ,, MeshReader " osztaly hasznalatara:

from mesh_reader import MeshReader

mesh_file = r"C:\Users\User\Desktop\speaker.msh"
mesh_reader = MeshReader(mesh_file)
triangles = mesh_reader.get_triangles()

Lentebb az 5.2. abra szemlélteti a fenti kodrész altal 1étrehozott ,, triangles”
NumPy tombot. Lathatjuk a 2.5-6s fejezetben leirtakat, azaz, hogy ezeknek a nem

atlapolo haromszogeknek az unidja valoban megadja a geometriat.

5.2. abra: A triangles NumPy tomb megjelenitve

5.2 Haromszogek adatainak szamitasa

A BEM matrixok szamitdsahoz sziikség van az Osszes hdromszog teriiletének,
normdalvektordnak ¢és kozéppontjdnak megtalalasara. Ezt a célt szolgalja a

,,get_triangle_data() ” fiiggvény.
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def get_triangle_data(triangles):
normals = np.cross(
triangles[:, 1, :] - triangles[:, 0, :],
triangles[:, 2, :] - triangles[:, 0, :]
)

areas = np.linalg.norm(normals, axis=1) / 2
normals = normals / np.linalg.norm(normals, axis=1, keepdims=True)
centerpoints = np.mean(triangles, axis=1)

return centerpoints, areas, normals

A fiiggvény paramétertiil kapja az (n, 3, 3) alaku triangles numpy tombot, ahol n a

haromszogek szama.

A normalvektorok meghatdrozdséhoz minden haromszég két oldalanak
vektorialis szorzatat kell venni. Egy igy kapott normalvektor merdleges a haromszog
sikjara és hossza definicié szerint |al| - |b|-siny, ahol ebben az esetben a ¢és b a

haromszog oldalai és y a két vektor altal bezart szog.

A trigonometrikus teriiletképlet szerint egy tetszéleges haromszog teriilete
-y 7 -b-si . f s , .
kiszamolhato a T = azﬂ képlettel. Ezt a szamitast lathatjuk az , areas =

np.linalg.norm(normals, axis=1) / 2 sorban, ahol az NumPy ,, linalg.norm() ” fiiggvénye

visszaadja a normalvektorok hosszat, majd mindegyik vektor hosszat osztjuk kettével.

A Kkapott teriiletek pontossagat konnyen ellendrizhetjiik, ha 6sszehasonlitjuk a
tertiletek Osszegét a geometria felszinével. Tegyiik fel, hogy a geometriank egy egység

sugart gomb. Vizsgaljuk meg a kdvetkezo két sort.

sum(areas)
4 * np.pi

Természetesen a két szdm nem lesz egyenld, hiszen a haromszogeknek csak a
cstcspontjai lesznek a gomb felszinén, viszont kellden Sok haromszog esetén olyan

szamot Kell kiadnia a teriiletek 0sszegének, ami alig kisebb, mint a gomb valodi felszine.

Jo 4

Mivel a kés6bbi szamitasokhoz egység hosszi normalvektorokra van sziikség,
ezért a ,,normals = normals / np.linalg.norm(normals, axis=1, keepdims=True) "’ sorban

minden normalvektort elosztunk a sajat hosszaval.
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5.3. abra: Megjelenitett normalvektorok egy egységgémb geometriahoz

A kozéppontok megtalalasahoz egyszeriien minden haromszog csucspontjainak

koordinatait atlagolni kell. Ezt csinalja a numpy ,, mean() ” fliggvénye.

A fliggvény visszaadja az elkésziilt (n, 3) alaku ,, centerpoints”, az (n, 1) alaka

,areas” és az (n, 3) alaka ,, normals ” NumPy tomboket.

5.3 Kvadratira pontok és silyok szamitasa

Az elkésziilt program ,, get_triangle_quadrature() ” fliggvénye a 3.2-es fejezetben
leirtakat valositja meg, azaz a fliggvény kivant pontszdma Gauss-kvadratira
haromdimenzios pontjait és stlyait adja vissza, amelyeket megszorozva a geometria egy
tetszOleges haromszogeét leird matrixszal, megkaphatjuk a kvadratirapontokat az adott

haromszogon.

A kovetkezOkben ismertetem a fliggvényt, amit a hossza miatt részletenként fogok
bemutatni. Pontok (...) jelzik a fliggvény részeinek hatdrait, és a kodrészek alatt

részletesebb magyarazatot adok a program muikodésére.

def get_triangle_quadrature(order):
[points, weights] = np.polynomial.legendre.leggauss(order)

A fiiggvény  paramétere a  kvadratira pontszdma. A  NumPy
,,polynomial.legendre.leggauss() ” fiiggvénye visszaadja a Gauss-kvadratura pontjait és

stlyait a paramétereként kapott pontszammal.
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xi_g = np.empty((0, 2), float)
w_g = np.empty((0, 1), float)

for idx, point in enumerate(points):
for idx2, point2 in enumerate(points):
xi_g = np.append(xi_g, [[point2, point]], axis=0)
w_g = np.append(w_g, [[weights[idx] * weights[idx2]]], axis=0)

A kovetkezo 1épésben kétdimenzios pontokat készitek a ,,points” valtozoban
tarolt egydimenzios pontokbol. Két iires NumPy tombot hozok létre. A (0, 2) alaka
,Xi_g” nevil tombben a pontok és a (0, 1) alaku ,,w g” nevii tombben pedig a stulyok
lesznek eltarolva. Majd egymasba agyazott ,,for” ciklusokkal a 3.2-es fejezetben leirt
logika szerint feltdltottem a NumPy tomboket a 3.3. dbra kvadratirapontjaival és

sulyaival.

X_tri = [[0, 0], [0, o], [1, o], [0, 1]]
xi t =[]
dL = [[1, [1]

for point in xi_g:
xi_t.append(

np.matmul(
[
(1 - point[@]) * (1 - point[1]) / 4,
(1 + point[@]) * (1 - point[1]) / 4,
(1 + point[@]) * (1 + point[1]) / 4,
(1 - point[@]) * (1 + point[1]) / 4,
1,
X_tri,
)
)
dL[@].append(
[
-(1 - point[1]) / 4,
(1 - point[1]) / 4,
(1 + point[1]) / 4,
-(1 + point[1]) / 4,
]
)
dL[1].append(
[
-(1 - point[e]) / 4,
-(1 + point[@]) / 4,
(1 + point[@]) / 4,
(1 - point[e]) / 4,
]
)

Ha megvannak a kétdimenzids pontok, akkor ezekb6l haromszoget alkotunk a 3.4.

abra szerint. Az ,, X tri” valtozoban a négyzet koordinatait taroljuk. A korabban leirtakkal
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Osszhangban 1ugy alkotunk haromszoget a négyzetbdl, hogy két koordinatajat
megegyezOvé tessziik. ,,xi t” tombben lesznek a pontok eltarolva, mig ,,dL”" tomb a

sulyok szamitasaban segit.

dxi t = [np.matmul(dL[@], X tri), np.matmul(dL[1], X tri)]
weights = []

for i in range(len(xi_g)):
J = dxi_t[e][i][@] * dxi_t[1][i][21] - dxi_t[e][i][1] * dxi_t[1][i][@]
weights.append((w_g[i] * J3)[@])

weights = np.array(weights)

Kiszamitjuk a sulyokat a kétdimenzidés hdromszogon elhelyezett kvadratirapontokhoz,

igy a stlyok 6sszege meg fog egyezni a haromszdg teriiletével, vagyis %-del.

points = np.empty((0, 3), float)
for point in xi_t:
points = np.append(
points, [[1 - point[@] - point[1], point[@], point[1]]], axis=@
)

return points, weights

Végiil minden kétdimenzids pontbol haromdimenzidsat készit a fenti ,, for” ciklus
a mar fentebb ismertetett logikaval. Ezeket a pontokat és sulyokat fogja visszaadni a
fliggvény.

Az igy megkapott pontok és sulyok hasznalata nagyon egyszerii. Legyen
,triangle” egy haromszog csucspontjait leird6 haromszor harmas matrix, és ,,area”
valtozoban taroljuk el ennek a haromszognek a teriiletét. Ekkor a haromszogre illesztett

kvadraturapontokat és ezekhez tartozd sulyokat kiszdmithatjuk az alabbi kodrészlet

szerint.

points, weights = get_triangle_quadrature(order)
quadrature_points = points @ triangle
quadrature_weights = area * 2 * weights

A NUumPy ,, @~ operatora a matrixszorzast jelenti. A masodik sor ekvivalens a kovetkezd

sorokkal, melyek mindegyike matrixszorzast hajt végre.

points.dot(triangle)
np.matmul(points, triangle)

quadrature_points
quadrature_points
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A sulyok mindegyikét a fentebb emlitett logika szerint (Id.: 3.2-es fejezet) a teriilet
kétszeresével megszorozva kapjuk meg a Gauss-kvadratira helyes sulyait. A

tovabbiakban a fiiggvény altal visszaadott ,, points” és ,, weights ” véaltozokkal dolgozok.

5.4 BEM matrixok feltoltése

A peremelem-moddszer kovetkezd 1épése a G és H matrixok feltoltése. Az

elkésziilt Python programban a ,,get BEM matrices()” fiiggvény felelés ezért.

5.4.1 Matrixok allé hangforras esetén

El6szor vizsgaljuk meg azt, hogy hogyan lehet feltolteni a BEM matrixokat akkor,

ha 4l16 hangforrast modelleziink.

Vizsgaljuk meg a ,,get BEM matrices()” fliiggvényt ebben az esetben az el6zd,

5.3-as fejezetben ismertetett modszerrel.

def get BEM matrices(triangles, centerpoints, areas, normals, points,
weights, k):

Vizsgaljuk meg a fiiggvény paramétereit. A ,, triangles ” a geometria haromszdgeit
tartalmazo (n, 3, 3) alaki NumPy tomb, ahol n a haromszogek szama (ld.: 5.1.2-es
fejezet). A ,, centerpoints”, ,,areas” és ,,normals” (n, 3), (n, 1) és (n, 3) alaki NumPy
tombok, melyeket a ,, get triangle data()” fiiggvény szamolt ki (1d.: 5.2-es fejezet). A
,points” és ,weights” (N?, 3) és (N2, 1) alaki NumPy tombok a
,get triangle quadrature()” fliggvény visszatérési értékei (Id.: 5.3-as fejezet), tehat a
Gauss-kvadrattra pontjait és stlyait tartalmazzak, és N a kvadratira pontszamat jeloli.

,, K" paraméter a hullamszam.
number_of_triangles = len(triangles)

A, number of triangles” valtozoban eltarolom azt, hogy hany haromszoget

tartalmaz a geometria, mert ezt késébb tobb ,, for” ciklusban is hasznalni fogom.
triangle_quadrature_weights = (areas * 2)[:, np.newaxis] * weights

Ez a sor a 3.2-es fejezetben leirt logika szerint kiszamitja a haromszogekhez
tartozd Gauss-kvadratira stlyait. A létrejott NumPy tdmb (n, N?2) alaku lesz, ahol n a

haromszogek szama, N pedig a kvadratira pontszdma. A , weights” tomb tarolja a
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kvadratura stlyait az 0sszes hdromszogre €s az ,,areas” tomb az Osszes haromszog
teriiltét. Kovetkezésképpen a ,.triangle quadrature weights” NumPy tomb is az Gsszes

haromszoghdz tarolja el a mddositott sulyokat.
Az ,,areas” NumPy tomb a kovetkez6khoz hasonldan tartalmazza az adatokat.

[0.02100548
0.02307804
0.01876876

0.01193143
0.01246368
0.01115221]

Lathato, hogy mind az n darab haromszogre egy adatot tartalmaz, igy a tomb alakja ugy
tlinik, hogy (n, 1). Azonban formailag ez egy (n, ) alakii NumPy tomb. A kodrészletben
a,,[:, np.newaxis] ” rész azért felelGs, hogy a tombdt ténylegesen (n, 1) alakava tegye.

Az ,,areas[:, np.newaxis]”’ tomb az alabbi modon néz ki.

[[0.02100548]
[0.02307804]
[0.01876876]

[0.01193143]
[0.01246368]
[0.01115221]]

Erre azért van sziikség, mert a szorzas csak igy végezheto el.
quadrature_points = points @ triangles

A kovetkezd 1épés a kvadraturapontok kiszamitasa szintén a 3.2-es fejezetben leirt
logika szerint. Az 5.3-as fejezetben mar szerepelt egy ehhez nagyon hasonlo sor, viszont
vegyik észre a kiilonbséget, hogy mig ott csak egy haromszogre illesztettiik a
kvadratarapontokat, itt a ,, zriangles” tomb a geometria osszes haromszogét tartalmazza,
vagyis a létrehozott ,, quadrature points” az 0sszes haromszég kvadratirapontjait
tartalmazni fogja. Ennek értelmében a létrejott NumPy tomb (n, N2, 3) alakii lesz. Az igy
kapott ,, quadrature points” tombre mutat egy példat az 5.4. abra N = 1 értékkel a jobb
lathatosag kedvéért.
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-0.10
—0.15
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5.4. abra: Kvadratirapontok a geometria minden haromszogén

r_vec = quadrature_points[:, :, np.newaxis] - centerpoints

Ennek a sornak a megértéséhez tegyiik fel, hogy ,,q points” egy tetszéleges
haromszogre illesztett kvadratirapontokat tartalmazo tomb, mig ,,cp” egy masik
haromszdg kozéppontja. EKkor a ,,g points — cp” miivelet egy (N2, 3) alaki NumPy
tombot eredményez, ahol egy haromszog Osszes kvadratirapontja és egy masik
haromszog kdzéppontja kozotti vektorok vannak eltarolva. A fenti kodrészletben azonban
a ,,quadrature points” tombben az 0Osszes haromszOog kvadratirapontjai, a
,, centerpoints” tombben pedig az 6sszes haromszog kozéppontjai vannak. Ebbol adédoan
, 7 _vec” NumPy tombben az Osszes haromszog 0sszes kvadraturapontjabol, az 6sszes

haromszog kdzéppontjaiba mutatd vektorok lesznek, tehat az alakja (n, N2, n, 3) lesz.

JoN4

Mivel késébb olyan miveletek is szerepelni fognak, ahol tobb dimenzidja lesz a
NumPy tomboknek érdemes tudni, hogy ahelyett, hogy minden dimenziot ,,."-tal
jelolnénk a ,,/:, :, np.newaxis]” részben, a tomb Osszes dimenzidja harom ponttal is
helyettesithetd. Tehat a ,, quadrature points[:, :, np.newaxis]” kodrész ekvivalens a

., quadrature_points/ ... , np.newaxis] ” kodrésszel.
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distances = np.linalg.norm(r_vec, axis=3)

A kovetkez6 sorban a NumPy , linalg.norm()” figgvényét hasznalva
meghatarozzuk az ,,r vec” tombben tarolt vektorok hosszat. Ez azt jelenti, hogy minden
haromszog minden kvadraturapontjabol, minden haromszog koézéppontjaba mutatd

vektorok hosszat taroljuk, tehat a ,, distances” tomb (n, N2, n) alaki lesz.

for i in range(number_of_triangles):
distances[i, :, i] =1

Afenti,, for” ciklus azokat a tavolsagokat ahol a kvadratarapontok és a kozéppont
is ugyan azon a haromszdgon van, egyre allitja. Ez azt a célt szolgalja, hogy elkeriiljem a
nulldval valo osztast, amikor a BEM matrixok f64atloit szamitom. Természetesen igy
értelmetlen eredményeket kapok, viszont késobb a kodban a 3.3.1.1-es fejezetben leirtak
szerint szamitom ki a G matrix féatlojat, és a 3.3.1.2-es fejezetben leirtak szerint a H

matrix féatlojanak Osszes értékét nullara allitom.
Gs = np.exp(-1j * k * distances) / (4 * np.pi * distances)

,, Gs”” tombben tarolom el a Green-fiiggvény kiértekelését a ,, distances ” tombben
szerepld minden haromsz6g minden kvadraturapontja ¢s minden haromszog kozéppontja
kozotti tavolsagokkal. Vegyiik észre, hogy ha a fentebbi ,,for” ciklusban azokat a
tavolsadgokat, ahol a kdzéppont és kvadratirapontok ugyan azon a haromsz6gon vannak
nem allitom egyre, akkor ebben a sorban eléfordulhatna nullaval val6 osztas, ha az egyik

kvadratrapont a hiromszdg kdzéppontjara esik. A ,, Gs ” tdmb tehat (n, N2, n) alaku.
G = np.sum(triangle_quadrature_weights[.., np.newaxis] * Gs, axis=1).T

A 3.3-as fejezetben leirtak szerint G matrix értékeit ugy kaphatjuk meg, hogy a
kvadraturapontokra kiértékelt Green-fliggvényt megszorozzuk a pontokhoz tartozo

stlyokkal, majd ezeket 6sszegezziik. A NumPy ,,sum()” fliggvénye ezt teszi ebben a

sorban. fgy megkapjuk az (n, n) alaka G matrixot.
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Azonban fontos észrevenni, hogy a matrix foatlojaban még hibds értékek
szerepelnek a ,, distances” tomb modositasa miatt. A kovetkezd 1épés tehat a f6atlo

értékeinek kiszamitasa lesz a 3.3.1.1-es fejezetben targyalt logika szerint.

for i in range(number_of_triangles):
split_point = centerpoints[i]
split_triangles = np.array(

[
[split_point, triangles[i][@], triangles[i][1]],
[split_point, triangles[i][1], triangles[i][2]],
[split_point, triangles[i][2], triangles[i][@]],
]
)
_, split_triangle_areas, _ = get_triangle_data(split_triangles)

weights_split = (split_triangle_areas * 2)[:, np.newaxis] * weights

quadrature_points_split = points @ split_triangles

r_vec_split = quadrature_points_split[:, :, np.newaxis] - centerpoints

distances_split = np.linalg.norm(r_vec_split, axis=3)

Gs_split = (np.exp(-1j * k * distances_split) / (4 * np.pi *
distances_split))[.., i]

G[i, i] = np.sum(weights_split * Gs_split)

A fenti ,, for” ciklus kiszamitja G matrix foatlojanak értékeit. Az, hogy a matrix
foatlojat szamoljuk, azt jelenti, hogy a kdzéppont és a kvadratirapontok is ugyan azon a
haromszogon lesznek. Azért, hogy elkeriiljiik azt az esetet, hogy egy kvadratrapont a
haromszog kozéppontjara essen, és ez altal nullaval osszunk a Green-fiiggvény
kiértékelésénél, a haromszoget felbontjuk harom darabra. Erre mutat egy példat a 3.6.

abra.

A, split_point” valtozdt a haromszog kdzéppontjaval tessziik egyenldvée, tehat a
létrehozott harom kisebb haromszognek ez a pont lesz az egyik cstucspontja. A
., split_triangles” NumPy tombben taroljuk el ezeket a haromszdgeket. Az 5.2-es pontban
iIsmertetett ,, get triangle data()” fiiggvénnyel kiszamitjuk a harom haromszog

kozéppontjat, teriiletét és normalvektorat.

Python nyelvben aldhtzéssal szokas jeldlni azokat a valtozokat, amelyeket nem
fogunk hasznalni. Lathatd, hogy a kodban a kisebb haromszogek kozéppontjai és
normalvektorai is igy vannak jeldlve. A kozéppontok nem kellenek, hiszen az eredeti,
nagyobb haromszog kdzéppontjat hasznaljuk az integralashoz. A normalvektorokra sem
lesz szilikség, mert a kisebb haromszdgek normalvektorai természetesen megegyeznek a

nagyobb haromszdg normalvektoraval. A haromszogek teriileteit azonban eltaroltam a
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,,split_triangle areas” tdmbben, mivel ezeket haszndlom a Gauss-kvadratara sulyainak
kiszdmitaséhoz.

A, for” ciklus tovabbi részében a mar fentebb ismertetett 1épésekkel kiszdmolom
a Green-fliggvény integraltjat a kisebb haromszogek folott, majd ennek a harom

integralnak az dsszege fogja megadni a G matrix f6atlojanak egy elemét.

Ezzel megkaptuk a teljes G matrixot feltdltve komplex értékekkel.
r_norm = r_vec / distances[.., np.newaxis]

A kovetkezd 1épés az ,,r vec” tombben tarolt vektorok normalizalasa. Ehhez
minden vektort el kell osztanunk a hosszaval. Az igy kapott ,,» norm” NumPy tombben
lesznek a minden hdromszog minden kvadratirapontjabol, minden haromszog
kdzéppontjaba mutatd egység hosszi vektorok, tehat a kapott tomb (n, N2, n, 3) alaku

lesz.
grad_r_ny = np.sum(normals * np.transpose(r_norm, (2, 1, 0, 3)), axis=3)

Mivel H matrixba a Green-fliggvény normalis iranyu derivaltjanak integraltjai
keriilnek, ki kell szamitani a vektormezd6 gradiensét. A ,,grad r ny” NumPy tomb alakja

(n, N2, n) lesz.

Hs = (
-(np.exp(-1j * k * distances) / (4 * np.pi * distances**2))
* (1 +1j * k * distances)
* np.transpose(grad_r_ny, (2, 1, 0))

fgy mér ki tudjuk értékelni a Green-fliggvény normalis iranyt derivaltjat minden
haromszog minden kvadratirapontja és minden haromszog koézéppontja kozott. Az igy

létrehozott ,, Hs ” tomb (n, N2, n) alaki lesz.
H = np.sum(triangle_quadrature_weights[.., np.newaxis] * Hs, axis=1).T

Ahogy a G matrixnal tettilk, itt is beszorozzuk a kapott eredményeket a

kvadratarapontok stlyaval, majd ezek Osszege adja meg az (n, n) alaka H matrixot.
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Természetesen mivel a |, distances” tombot moddositottuk a foatloban itt is hibas

eredményeket kapunk, igy ezeket még javitani kell.

np.fill diagonal(H, ©)

A 3.3.1.2-es fejezetben leirtak szerint a H matrix féatlojanak elemeit nullara

allitjuk a NumPy ,,fill diagonal()” fiiggvényével. Ezzel elkésziilt a H matrix.

return G, H

Végiil a fiiggvény visszaadja a feltoltott G és H matrixokat.

5.4.2 Matrixok mozgo hangforras esetén

Az 5.4.1-es fejezet , get BEM matrices()” fliggvényén elvégzett par
valtoztatassal megkaphatjuk egy mozgd hangforras G és H matrixait. Annyit kell tenni,
hogy a Helmholtz-egyenlet Green-fiiggvényét (I1d.: 2.3-as fejezet) és annak a normalis
iranyu derivaltjat lecseréljitk az adjungalt PDE Green-fiiggvényére (1d.: 2.6.2-es fejezet)

¢s annak a normalis iranyu derivaltjara.

Ehhez ki kell szamitani a fiiggvény K, R és B valtozoit. Vizsgaljuk meg a
modositott ,, get BEM matrices()” fiiggvényt.

def get BEM matrices(triangles, centerpoints, areas, normals, points,
weights, k, Mav):

A fuggvény kapott egy 0j paramétert. A ,, Mav” a test mozgasat leiro (3, 1) alaku

Mach-szam vektor.

number_of_triangles = len(triangles)
M = np.linalg.norm(Mav)

Q =1 - M*¥*2

Kappa = k / Q

A haromszogek szama mellett kiszamitjuk ,, M ’-et, azaz a Mach-szamot, ami a
Mach-szam vektor hossza. , Q" valtozéban 1 — M? értéket taroljuk el, és ennek

segitségével szamoljuk ki ,, Kappa ” valtozot, illetve késobb a ,, distances” valtozot.

triangle_quadrature_weights = (areas * 2)[:, np.newaxis] * weights
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quadrature_points = points @ triangles
r_vec = quadrature_points[:, :, np.newaxis] - centerpoints

A Gauss-kvadratara pontjait és sulyait a haromszogeken, illetve a ,,» vec”
valtozot az 5.4.1-es fejezetben mutatott, all6 hangforras ,,get BEM matrices()”

figgvényével teljesen azonos modon szamitjuk.

B = r_vec @ Mav.T
distances = np.sqrt(Q * np.sum(r_vec**2, axis=3) + B**2)

A ,,B” valtozot egy matrixszorzassal kiszamithatjuk, mig a ,, distances” tombbe

a 2.6.2-es fejezetben leirt sulyozott tavolsagok keriilnek.

for i in range(number_of_triangles):
distances[i, :, i] =1

Ez a, for” ciklus szintén megegyezik az 5.4.1-es fejezetben lathatoval, és most is

a nullaval torténd osztast hivatott megakadalyozni.

Gs = np.exp(-1j * Kappa * (distances + B)) / (4 * np.pi * distances)
G = np.sum(triangle_quadrature_weights[.., np.newaxis] * Gs, axis=1).T

A G matrix elemeit ezattal az adjungalt PDE Green-fiiggvényének minden

kvadratirapontra torténd kiértékelésével kaphatjuk meg. Minden igy kapott értéket

beszorozva a ponthoz tartozo stllyal, majd ezeket 6sszegezve kapjuk meg a G matrixot.

r_norm = r_vec / np.linalg.norm(r_vec, axis=3)[.., np.newaxis]
grad_r_ny = np.sum(normals * np.transpose(r_norm, (2, 1, @, 3)), axis=3)

Ezeket a sorokat szintén kevés valtoztatdssal at tudjuk emelni az allo
hangforrashoz irt ,, get BEM matrices()” fliggvénybdl. Egyediil arra kell figyelni, hogy
az 5.4.1-es fejezetben a vektorok normalizalasahoz elég volt a ,, distances” tombbel
osztani, hogy megkapjuk az egység hosszi normalvektorokat, azonban most stlyozott
tavolsagokat tarolunk ebben a valtozdban, igy a vektorok hosszat ki kell szamitanunk az

osztashoz.

46



Hs = (
-(np.exp(-1j * Kappa * (distances + B)) / (4 * np.pi * distances**2))
* (1 + 1j * Kappa * distances)
* np.transpose(grad_r_ny, (2, 1, 0))

)

H = np.sum(triangle_quadrature_weights[.., np.newaxis] * Hs, axis=1).T

A G matrixhoz hasonloan a H matrixnal is az adjungalt PDE Green-fliggvényével
kell dolgoznunk. A 2.3-as fejezet Green-fiiggvényének normalis iranyu derivaltja helyett

a 2.6.2-es fejezet Green-fiiggvényének normalis iranyu derivaltjat kell hasznalnunk.

for i in range(number_of_triangles):
split_point = centerpoints[i]
split_triangles = np.array(
[
[split_point, triangles[i][@], triangles[i][1]],
[split_point, triangles[i][1], triangles[i][2]],
[split_point, triangles[i][2], triangles[i][@]],

)

_, split_triangle_areas, split_triangle_normals = get_triangle_data(
split_triangles
)

weights_split = (split_triangle_areas * 2)[:, np.newaxis] * weights
quadrature_points_split = points @ split_triangles
r_vec_split = quadrature_points_split[:, :, np.newaxis] - centerpoints
B_split = r_vec_split @ Mav.T
distances_split = np.sqrt(Q*np.sum(r_vec_split**2, axis=3) + B_split**2)
r_norm_split = (
r_vec_split / np.linalg.norm(r_vec_split, axis=3)[.., np.newaxis]
)
grad_r_ny_split = np.sum(
split_triangle_normals*np.transpose(r_norm_split,(2,1,0,3)), axis=3

)

Gs_split = (
np.exp(-1j * Kappa * (distances_split + B_split))
/ (4 * np.pi * distances_split)
Y. 1]
Hs split = (
-(
np.exp(-1j * Kappa * (distances_split + B_split))
/ (4 * np.pi * distances_split**2)
)
* (1 + 1j * Kappa * distances_split)
* np.transpose(grad_r_ny_split, (2, 1, 0))
Y. 1]
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G[i, i] = np.sum(weights_split * Gs_split)
H[i, i] = np.sum(weights_split * Hs_split)
Ez a , for” ciklus is majdnem megegyezik az all6 hangforras fiiggvényénél

latottal, viszont fontos kiilonbség, hogy itt nem csak a G matrix, de H matrix féatlojanak

elemeit is ki kell szamolnunk, a 3.3.1.2-es fejezet értelmében.

return G, H

Természetesen a fliggvény itt is visszaadja a feltoltott G és H matrixokat.
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6 Transzparens teszt

A transzparens tesztet vagy atlatszo tesztet azért hivjuk igy, mert a geometriatol

fiiggetlen. Ennek segitségével ellendrizhetjiik a G és H matrixokat.

6.1.1 Transzparens teszt allé hangforrashoz

Kezdem most is azzal, hogy bemutatom, hogy egy all6 hangforras esetében,
hogyan mikodik a transzparens teszt, és ebbdl kiindulva attérek a mozgd hangforras

esetére.

def transparent_test(triangles, centerpoints, normals, k, G, H) -> float:

A fiiggvény paramétere a geometria haromszogeit tartalmazo ,, triangles ” tomb,
az ezeknek a haromszogeknek a kozéppontjait tartalmazo ,,centerpoints” tomb és a
haromszogekhez tartozé normalvektorokat tartalmazd ,, normals ” tomb. A ,, k” paraméter
a hullamszamot jeldli, és tovabbi paraméterek a feltoltott G és H matrixok. , - float” azt

jelenti, hogy a fliggvény egy valos szdmmal tér vissza.

XS, ys, zs = triangles.transpose((2, @, 1)).reshape(3, -1)
point = np.mean(np.array([xs, ys, zs]), axis=1l)

A transzparens teszt els6 1épése az, hogy 1étre kell hoznunk egy pontot a geometria
belsejében. Ez a két sor ezért felelds. A ,, point” véltozdban egy olyan pontot fogunk
eltarolni, ami az 6sszes haromszog, 6sszes csucspontjanak atlaga. Egy ilyen pontot mutat
az 6.1. abra, ahol kék pontok jelolik a haromszdgek cstcspontjait, és piros gyémant
ezeknek a pontoknak az atlagat. Ennél a geometridnal nem nehéz belatni, hogy a pont
valdban a geometria belsejébe esik, st az nagyjabol a gdmb kozéppontja lesz. Fontos
megjegyezni azonban, hogy ez a logika azonban nem feltétleniil biztositja, hogy a ,, point”
valtozoban eltarolt pont a geometria belsejében legyen. Az altalam hasznalt hangszord
geometrian ez az algoritmus a test belsejében hoz 1étre egy pontot. Ezt mutatja be az 6.2.
abra. Azonban nem nehéz egy olyan testet elképzelni, ahol a csucspontok atlaga altal
meghatarozott pont kiviil esik a geometrian. Erre mutat egy példat az 6.3. abra, ahol a
meghatarozott pont a geometrian kiviil esik. Tehat ez a logika a bemutatott geometridkon
miikddik, viszont elképzelhetd olyan geometria, hogy a testen beliili pontot manudlisan

kell elhelyezni.
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6.1. abra: Csticspontok atlaga egy egységgémb geometrian

6.2. abra: Csucspontok atlaga a hangszoroé geometrian
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6.3. abra: Csticspontok atlaga egy fank geometrian

r_vec = centerpoints - point
distances = np.linalg.norm(r_vec, axis=1)[.., np.newaxis]

Az 5.4.1-es fejezetben bemutatott koddal megegyez6 modon kiszamitom az

7 vec” €s a, distances” valtozok értékeit a haromszdgek kozéppontjai €s a 1étrehozott

pont kozott.
pa = np.exp(-1j * k * distances) / (4 * np.pi * distances)

A ,pa” vialtozoba kiértékeljik a Green-figgvényt (Id.: 2.3-as fejezet) a

kozéppontok es a csucspontok atlagaként meghatarozott pont kozott.

r_norm = r_vec / distances
grad_r_ny = np.sum(normals * r_norm, axis=1)[.., np.newaxis]

a=(
-(np.exp(-1j * k * distances) / (4 * np.pi * distances**2))
* (1 +1j * k * distances)

* grad_r_ny

51



Normalizalom a vektorokat és kiszamitom a ,,grad r ny” valtozot, majd ,,q”
vektorba kiértékelem a Green-fliggvény normalis irdny( derivaltjat a haromszogek

kozéppontjai és a ,, point” valtozo pontja kozott.

H - np.eye(len(triangles)) / 2
G@g

[ 2 —
1]

Ez a két sor ,,A” matrix €s ,,b” vektor kiszamitasat végzik el a kdvetkezok szerint:

I az egységmatrix. Ezekre a valtozokra azért van sziikség, mert p kiszamithaté a

kovetkezoképpen:

p = np.linalg.solve(A, b)

A1 az A matrix inverzét jelenti, aminek a kiszamitdsa nagyon eréforrasigényes,
igy a linearis egyenletrendszer megoldasat a NumPy ,, linalg.solve()” fliggvénye végzi el.
A most kiszamitott ,,p” vektor meg kell egyezzen az analitikusan kiszamitott ,,pa”

vektorral.

return np.linalg.norm(pa - p) / np.linalg.norm(pa)

A fliggvény visszatérési értéke a relativ hiba lesz ,,p” és ,,pa” vektorok kozott.

6.1.2 Transzparens teszt mozgo6 hangforrashoz

Kevés valtoztatdssal modosithatjuk ugy az eldz6 pont fiiggvényét, hogy mozgd

hangforrasra alkalmazhat6 legyen.

def transparent_test(triangles, centerpoints, normals, k, G, H, Mav):

A fliggvény a 6.1.1-es fejezet paraméterei mellett, kap még egy ,, Mav” paramétert, ami

az 5.4.2-es fejezett megegyezd névii paraméterével azonos Mach-szam vektor.
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M = np.linalg.norm(Mav)
Q =1 - M¥*2
Kappa = k / Q

A kovetkez6  sorok  szintén < megegyeznek az 5.4.2-es  fejezet
,get BEM matrices()” flggvényében talalhatokkal. Kiszamitom a Mach-szamot,

., Kappa -t és a tavolsagok szamitdsahoz hasznalt ,, O valtozot.

XS, ys, zs = triangles.transpose((2, 0, 1)).reshape(3, -1)
point = np.mean(np.array([xs, ys, zs]), axis=1)

A 6.1.1-es fejezettel megegyezé modon, most is veszek egy pontot a geometria

belsejében, tehat a haromszogek csticspontjainak atlagat.

r_vec = centerpoints - point
B = r_vec @ Mav.T
distances = np.sqrt(Q * np.sum(r_vec**2, axis=1) + B**2)[..., np.newaxis]

Ugyanugy, mint az allé hangforras transzparens tesztjében itt is kiszamolom az
.7 vec” ésa, distances” véltozokat. A kiilonbség az, hogy itt a tdvolsagok szamitasahoz
nem elég az ,,r_vec” vektorok hosszait venni, hanem a 2.6.2-es fejezetben leirtak szerint

kell szamolni, és ehhez a ,, B valtozot is kiszamitom.
pa = np.exp(-1j*Kappa*(distances-BJ[.., np.newaxis])) / (4 * np.pi * distances)

A 6.1.1-es fejezethez hasonléoan , pa” valtozot itt is a Green-fiiggvény
kiértékelésével minden tavolsagra kaphatjuk meg. Azonban figyelni kell, hogy ezuttal
nem az all6 hangforras (1d.: 2.3-as fejezet), hanem a mozgo6 hangforras Green-fiiggvényét
(Id.: 2.6.2-es fejezet) hasznaljuk. Vegyiik észre, hogy a fenti sorban ,,B” el6jelét
megvaltoztattam. Erre a 2.6-os fejezetben leirtak miatt van sziikség, tehat meg kell
valtoztatni ,,Mav” vektor iranyat. Ennek hatasara ,, B” el¢jele meg fog valtozni, azonban
a tavolsagok szamitasakor ,,B” négyzetét vesszilk, igy itt nem kell valtoztatni az

értékeken.

r_norm = r_vec / np.linalg.norm(r_vec, axis=1)[..., np.newaxis]
grad_r_ny = np.sum(normals * r_norm, axis=1)[..., np.newaxis]
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A ,r norm” és ,grad r ny” valtozok szamitasa a 6.1.1-es fejezettel azonos
modon torténik, azzal a kivétellel, hogy ezuttal nem elég az ,,r vec” valtozot a
. distances” valtozdoval elosztani a vektorok normalizalasahoz, hiszen ebben most nem a
vektorok hosszai vannak.

q=(
-(np.exp(-1j * Kappa * (distances + B[.., np.newaxis]))
/ (4 * np.pi * distances**2))

* (1 + 1j * Kappa * distances)
* grad_r_ny

Az alloé hangforras esetéhez hasonldan, ahol a ,,¢” valtozoba ki értékelem a
Green-fliggvény normalis iranyu derivaltjat, most is ezt teszem, csak a 2.6.2-es fejezet

Green-fiiggvényét hasznalva.

A = H - np.eye(len(triangles)) / 2
b=G@q
p = np.linalg.solve(A, b)

return np.linalg.norm(pa - p) / np.linalg.norm(pa)

A 6.1.1-es fejezetben lathatdé , transparent test()” fliggvénnyel teljesen
megegyez0 modon oldom meg a linearis egyenletrendszert, és adom vissza a megoldas
hibajat. Mozgo6 hangforras esetében minél nagyobb Mach-szamot hasznalunk, annal

pontatlanabbak lesznek a kozelitéseink.
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7/ Sugarzas modellezése

Miutéan kiszamoltuk a BEM matrixokat a geometria feliiletén a lesugarzott hang
egyszeriien modellezhetd. A tovabbiakban a mar korabban bemutatott hangszord
geometriat (Id.: 5.2. dbra) fogom hasznalni. Az elsd 1épés a hangszoéré6 membranjan egy

gerjesztést megadni.

020-015-010-005 0.00 005 010 015
|

7.1. abra: A hangszéré membranja

A 7.1. dbra hangszordjan pirossal jelolt részén, azaz a hangszoré membranjan a

gerjesztést szdzra, mig a hangszord tobbi részén nullara allitom.

conditions = [

np.all(triangles[:, :, @] == -0.125, axis=1),
np.all(triangles[:, :, @] == 0.125, axis=1),
np.all(triangles[:, :, 1] == 0.23, axis=1),
np.all(triangles[:, :, 1] == -0.15, axis=1),
np.all(triangles[:, :, 2] == -0.22, axis=1),
np.all(triangles[:, :, 2] == 0, axis=1),

]

condition = np.logical_or.reduce(conditions)
g = np.where(condition, @0, 100)[..., np.newaxis]

Ebben a kodrészletben feltételeket hatarozok meg minden olyan haromszogre, amelynek
az Osszes csucspontja a hangszord valamelyik lapjanak sikjara esik. Majd ezeknek a

feltételeknek a logikai vagy miuvelettel torténd 0sszekapcsolasaval kapok egy feltételt
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azokra a haromszogekre, amelyek a hangszor6 hazan helyezkednek el. A ,, ¢ valtozoba

nulla keriil ott, ahol a feltétel igaz, és szaz, ahol a feltétel hamis.

A =H - np.eye(len(triangles)) / 2
b=G@gq
np.linalg.solve(A, b)

o}
1}

Ha ismert ,, ¢ ” a feliileten, és ismertek a BEM matrixok akkor ki tudjuk szamolni

,,p -t a feliileten, ugyanugy, ahogy a transzparens tesztnél (Id.: 6-0s fejezet).

Xs, ys, zs = triangles.transpose((2, 0, 1)).reshape(3, -1)
cp = np.mean(np.array([xs, ys, zs]), axis=1)

radius = 1

num_points = 360

theta = np.linspace(9, 2*np.pi, num_points)

x = cp[@] + radius * np.cos(theta)

z = cp[2] + radius * np.sin(theta)

field points = np.column_stack((x, cp[1] * np.ones(num_points), z))

Szintén a transzparens tesztnél latott mdédon meghatdrozzuk a geometria
kozéppontjat. Ez lesz a kozéppontja annak a kornek, aminek a mentén elhelyezziik a
pontokat, ahol majd mérjiilk a nyomast. A fenti kod egy méter sugaru koér mentén

egyenletesen elhelyez haromszéazhatvan pontot.

Gf, Hf = get field BEM matrices(triangles, field points, areas, normals,
points, weights, k, Mav)

A kovetkezd 1épés a C:;f €s a ﬁf matrixok  kiszamitasa. A
,get field BEM matrices()” figgvény szinte teljesen megegyezik az 5.4.2-es fejezetben
lathatd ,,get BEM matrices()” fliggvénnyel. A kiilonbség annyi, hogy a fiiggvény
masodik paramétere nem a haromszogek kdzéppontjai, hanem az elébb meghatarozott
kor menti pontok, azaz a ,,field points” NumPy tomb. Ennek az lesz a kovetkezménye,
hogy a pont nem fog a haromszog belsejébe esni, igy nem kell specialis esetként kezelni
a matrixok atloinak szamitasat. Ennek koszonhetéen a fliggvény a kovetkezdképpen

egyszerusithetd.

def get field BEM matrices(triangles, field points, areas, normals, points,
weights, k, Mav):

M = np.linalg.norm(Mav)

Q =1 - M**2

Kappa = k / Q
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triangle_quadrature_weights = (areas * 2)[:, np.newaxis] * weights
quadrature_points = points @ triangles

r_vec = quadrature_points[:, :, np.newaxis] - field points

B = r_vec @ Mav.T

distances = np.sqrt(Q * np.sum(r_vec**2, axis=3) + B**2)

Gs = np.exp(-1j * Kappa * (distances + B)) / (4 * np.pi * distances)
Gf = np.sum(triangle_quadrature_weights[..., np.newaxis] * Gs, axis=1).T

r_norm = r_vec / np.linalg.norm(r_vec, axis=3)[..., np.newaxis]
grad_r_ny = np.sum(normals * np.transpose(r_norm, (2, 1, @, 3)), axis=3)

Hs = (
-(np.exp(-1j * Kappa * (distances + B)) / (4 * np.pi * distances**2))
* (1 + 1j * Kappa * distances)

* np.transpose(grad_r_ny, (2, 1, 0))
)

Hf = np.sum(triangle_quadrature_weights[..., np.newaxis] * Hs, axis=1).T
return Gf, Hf

Ha a matrixok ismertek, akkor a nyomas a meghatarozott pontokban a kovetkezo

képlettel szamithato ki:

Tehat Pythonban:
pf=Hf@p -GF@q

A py vektorban a pontokra szamitott nyomasértekek vannak. Ebben az esetben

haromszazhatvan darab komplex szdm. A nyomasokat pascalban kapjuk meg, ha a
komplex szamok abszolutértékeit vesszikk. A megjelenitésénél, a jobb lathatdsag

érdekében, én az értékeket atvaltottam decibelre. Ezt a kovetkezoképpen lehet megtenni:
pf = 20 * np.logle(np.abs(pf) / 0.2e-4)

A pontokra szamitott nyomasokat 1000 Hz frekvencian szemlélteti a 7.2. abra.
Mivel igy nem lehet az eredményeket rendesen atlatni a tovdbbiakban a kor pontjait
—180°-t6l 180°-ig abrazolom, igy a hangszor6 0° felé fog nézni. Erre mutat egy példat a
7.3. dbra. Ebben a formaban sokkal konnyebben le lehet olvasni a nyomas értékét egyes

helyeken.
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7.2. abra: Pontok a hangszoro koriil
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7.3. abra: All6 hangszéré iranykarakterisztikaja a peremelem-médszerrel 1000 Hz frekvencian,

—180°-t6l 180°-ig abrazolva
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8 Eredmények értékelése

Elészor vizsgaljuk meg alld esetben a hangszoro iranykarakterisztikajat. A fejezet
grafikonjain az y tengely minden esetben az amplitido lesz dBSPL-ben, mig az x tengely

a koron felvett pontok fokban.
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8.1. abra: Nyomasok kiilonbo6zé frekvenciakon

A pontokra szamitott nyomasokat mutatja a 8.1. abra kiilonboz6 frekvencidkon. Kék
szinnel van jel6lve 100 Hz, pirossal 500 Hz, zolddel 1000 Hz és narancssargaval 2000
Hz. Azt vehetjiik észre, hogy alacsony frekvencidk esetén a hangszor6 majdnem
pontforrasként viselkedik, azaz minden ponton kézel azonos a nyomds. Minél magasabb

lesz a frekvencia, a hang annal inkabb iranyitott lesz.

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik a hangszoro oldal iranyl mozgatasa, avagy a

kozeg oldal irdnya dramlasa esetén.
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8.2. abra: Nyomasok 100 Hz frekvencidju hang esetén
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8.3. abra: Nyomasok 500 Hz frekvenciaji hang esetén
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8.4. abra: Nyomasok 1000 Hz frekvencidju hang esetén
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8.5. abra: Nyomasok 2000 Hz frekvenciaju hang esetén
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A 8.2. 4bra, a 8.3. abra, a 8.4. abra és 8.5. abra mindegyike két esetet mutat 100
Hz, 500 Hz, 1000 Hz illetve 2000 Hz frekvenciaju hanghulliamoknal. Kék szin jeldli a
nyomasokat allo6 hangforras, és narancssarga szin Mach 0,5-tel, azaz a hangsebesség
felével mozgo hangforras esetén. Azt vehetjiik észre, hogy a frekvencia novelésével egyre

nagyobb hatasa lesz a mozgésnak a hang terjedésére.
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8.6. abra: Nyomasok Mach 0 (kék) és Mach 0, 2 (narancssarga) esetén
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8.7. abra: Nyomasok Mach 0, 5 (piros) és Mach 0, 7 (z61d) esetén

A 8.6. abra ¢és a 8.7. abra egy 2000 Hz frekvenciaji hang esetén mutatja a
nyomasokat a hangszord koriil felvett pontokon. A mérések soran a Mach-szamot
valtoztattam. A kék vonal jel6li a nyomasok értékeit Mach 0-nal, azaz 4116 hangforrasnal.
A narancssarga vonal esetén a Mach-szam 0,2, piros vonal esetén 0,5, mig zold vonal
esetén 0,7 volt. Azt figyelhetjiik meg, hogy a Mach-szam novelésével egyre jobban torzul
a lesugarzott nyomas képe. Ez a viselkedés megfelel az elvarasainknak, hiszen a forras

haladasa (vagy a kozeg dramldsa) f6ként a mozgas irdnyaban torzitja a hullamalakokat.
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9 Potencialis fejlesztések

Jelenleg az elkésziilt Python program legnagyobb hibajanak a
memoriaigényességét tartom. Ennek az 5.4-es fejezetben lathato ,,get BEM matrices()”
figgvény implementalasa az oka. Ennek a feladata, hogy kiértékelje a Green-fiiggvényt
¢és a Green-fliggvény normalis iranya derivaltjat a geometria minden haromszogének
kozéppontja és minden haromszogre illesztett kvadratarapontok kozott, majd ezeknek, a
sulyokkal beszorzott 0sszegével, azaz a haromszdgek folotti integraltakkal feltoltse a G

és a H matrixokat. Talan a legkézenfekvébb megoldas a problémara a kévetkezd kod.

G
H

np.empty((number_of_triangles, number_of_triangles), np.complex_ )
np.empty((number_of_triangles, number_of_triangles), np.complex_ )

for idx1 in range(number_of_triangles):
for idx2 in range(number_of_triangles):
if idx1 == idx2:
split_point = centerpoints[idx1]
split_triangles = np.array(

[
[split_point, triangles[idx2][@], triangles[idx2][1]],
[split_point, triangles[idx2][1], triangles[idx2][2]],
[split_point, triangles[idx2][2], triangles[idx2][@]],
]
)
(

-
split_triangle_areas,
split_triangle_normals,

) = get_triangle_data(split_triangles)

Gs = np.empty((3, 1), np.complex )
for split_idx in range(3):

Gs[split_idx], _ = integrate(
split_triangles[split_idx],
split_triangle_areas[split_idx],
split_triangle _normals[split_idx],

points,
weights,
centerpoints[idx1],
k
)
G[idx1, idx2] = Gs.sum()
H[idx1, idx2] = @
else:
g, h = integrate(
triangles[idx2],

areas[idx2],
normals[idx2],
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points,

weights,
centerpoints[idx1],
k

)

G[idx1, idx2] = g

H[idx1, idx2] = h

Ebben a kodrészben 1étrehozok egy ,,G” és egy ,,H” (n, n) alaku iires matrixot,
majd két ,,for” ciklussal végig iteralok a haromszdgeken, és minden haromszog parra

meghivom az integralast elvégzo ,, integrate()” fliggvényt.

A ciklusban 1év6 elagazas azt vizsgalja, hogy a matrixok atloit szamitjuk-e. Tehat
ha ,,idx] == idx2 " igaz, az azt jelenti, hogy a matrix f6atlojanak egy elemét vizsgaljuk.
llyen esetben a 3.3.1-es fejezetben targyaltak szerint a haromszoget felbontom harom
kisebb haromszdgre, és ezek mindegyikére elvégzem az integralast. Az igy kapott harom
eredmény Osszege lesz a haromszog folotti integral eredménye. Vegyiik észre, hogy a

kodban G matrixba ez az Osszeg kertil be, viszont H matrixba minden esetben 0. Ez azt

jelenti, hogy ez az algoritmus 4116 hangforras esetén fog csak miitkodni, hiszen a H matrix

foatlojanak elemei ebben az esetben lesznek nullak.

Ha nem a matrixok atloit szamitjuk, azaz az ,else” agban vagyunk akkor a

matrixokba egyszerilien beirhat6 az ,, integrate() ” fliggvény visszatérési értékei.
Vizsgaljuk meg az ,, integrate()” fliggvényt.

def integrate(triangle, area, normal, points, weights, point, k):
weights = area * 2 * weights
quadrature_points = points @ triangle
r_vec = quadrature_points - point
distances = np.linalg.norm(r_vec, axis=1)
r_norm = r_vec / distances[..., np.newaxis]
grad_r_ny = np.sum(normal * r_norm, axis=1)

Gs = np.exp(-1j * k * distances) / (4 * np.pi * distances)

Hs =
-(np.exp(-1j * k * distances) / (4 * np.pi * distances**2))
* (1 +1j * k * distances)
* grad_r_ny

)

return np.sum(weights * Gs), np.sum(weights * Hs)

Nézziik meg a paramétereket. A |, triangles” egy haromszog, amire a ,, points ” paraméter
kvadraturapontjait illesztjiik. A ,, weights” paraméter a kvadratirapontokhoz tartozo
sulyok. ,,area” és ,,normal” paraméterek a haromszog teriilete és normalvektora. A

,,point” paraméterben egy masik haromszog kdzéppontja lesz, ,, k" pedig a hullamszam.
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A fliggvény logikdja megegyezik az 5.4-es fejezetben taldlhatoval, azzal a
kiilonbséggel, hogy itt csak egyetlen haromszog folott végezziik el az integralast. Ennek
megfelelden a fliggvény visszatérési értékei a Green-fliggvény és a Green-fiiggvény

normalis iranyu derivaltjanak integraltjai lesznek, azaz két komplex szam.

Ha ezzel az algoritmussal toltjiik fel a BEM matrixokat, akkor két (n, n) alaku
matrix jon létre, ahol minden elem ,,np.complex ” tipust lesz, ami azt jelenti, hogy
minden elem tizenhat bajton lesz eltarolva. Ebbél kiszamolhatjuk, hogy a két matrix

osszesen 2 - n? - 16 bajt memoriat igényel.

Nézziink egy példat. Az egyik altalam hasznalt geometria 1472 haromszoget

tartalmaz. fgy a két matrix memoriaigénye:
2-1472%-16 = 69 337 088,

azaz 66,125 megabajt. Konnyen belathatd, hogy a haromszogek szaméanak novelésével,

ez a memoriaigény négyzetesen no.

Ennek a két matrixnak az eltarolasa elkertilhetetlen, viszont vegyiik észre, hogy a
matrixok szamitasa soran sokkal tobb memoriat nem hasznal ez az algoritmus, igy a

memoriafelhasznalas szempontjabol ez a leghatékonyabb.

Ennek ellenére az algoritmus gyakorlatilag hasznalhatatlan, mivel a két
egymasbadgyazott ,,for” ciklus miatt nagyon lassu lesz. Hasonlitsuk 6ssze két Python
program futasidejét. Az egyik program hasznalja ezt a logikat, mig a masik az 5.4.1-es

fejezetben leirtat. Ezt mutatja be a kovetkezd, 9.1. ébra.

14827 61,88
173,94 61,72
170,41 60,95
167,05 57,28
171,33 60,03

155,6 58,71
168,92 60,71
152,46 57,51
171,64 57,36
10 1705 58,56
11 165,012 59,471

9.1. abra: Futasidék osszehasonlitasa

O 00 N O U W N =
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Az els6 oszlopban a , for” ciklusokat hasznal6 program, a madasodikban a
,get BEM matrices()” fiiggvényt hasznalo program futasidejei lathatdak masodpercben.
Mindkét programot tiz alkalommal futtattam le, és megmértem a futidsidoket. A
tizenegyedik, sarga hatter(i sor az atlag idéket tartalmazza. Ez alapjan a ,, for” ciklusokat
hasznald program atlagosan 165,012 masodperc alatt futott le, mig az 5.4.1-es fejezet
logikajat hasznald program csupan 59,471 masodperc alatt. Ez a futasid6 tobb, mint

2,77-szeres javulasat jelenti.

Azonban ha megvizsgaljuk a ,,get BEM matrices()” fiiggvényt (Id.: 5.4.1-es
fejezet), akkor észrevehetjiik, hogy immar nem csak a G és H matrixok foglalnak jelentds
mennyiségli memoriat. A Python programozasi nyelv ,, Memory Profiler” nevli csomagja

segitségével megjelenithetd memoriafelhasznalast mutatja meg a 9.2. abra.

4000

3000

2000 —— 01/06 /2023 - start at 17:18:23.399

memory used (in MiB)

1000

o 10 20 30 40 50 60 70
time (in seconds)

9.2. abra: A program memoriafelhasznalasa

Lathat6, hogy ugyanazzal a geometriaval, amivel a ,,for” ciklusos megoldas 66,125
megabajt memoriat hasznalt, ez a program majdnem 4000 megabdjtot. Ez a szam a

haromszoget szamanak novelésével négyzetesen novekszik.

Osszefoglalva az egyik esetben tl hosszil volt a futasidé, mig a masik esetben tiil
sok volt a felhasznalt memoria. Az idealis megoldas valahol a ketté kozott lehet. Egy jo
kompromisszum lehet, ha nem az egész matrixot szamitjuk ki egyszerre, és nem is csak
egy elemét. Ha egyszerre egy sorat szamitjuk ki a matrixnak, tehat egy haromszog
kozéppontja és minden haromszogon vett kvadratirapontok kozott szdmolunk, akkor
lassabb lesz az algoritmus, mint az 5.4.1-es fejezetben bemutatott, viszont joval kevesebb

memoriat fog felhasznalni.
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