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A zenében a hangkeltés egyik leggyakoribb mddja a huros hangszerek megszoélaltatdsa. Ezek
hangzasanak kilénbsége az alapanyagok, méretek és a gerjesztés maddjanak (pengetéssel,
vonoval illetve Utéssel valé megszdlaltatas) eltéréseire vezethetd vissza.

Az akusztikus gitar hat nejlon- vagy acélhurbdl és egy hurlabbol allé csatolt rendszer,
melyben a hurok megpengetésiik utan kozvetleniil is kisugaroznak hangot, illetve a hurlabon
keresztlil a tobbi hurt és a gitartestet is gerjesztik. A test feler@siti a hangot.

A folyamat pontos elemzéséhez mechanikai-dinamikai és akusztikus megfontolasokra van
szilkség ugy, hogy a csatoldsokat is figyelembe vessziik. A szamitastechnika fejlédésével a
hangszerekrdl felallithatd modellek egyre sokrétlibbek.

Az analitikus modellek a rendszert leird differencidlegyenletek analitikus megoldasait
szolgaltatjak, a numerikus moddszerek, példaul a végeselem-mddszer, ezzel szemben az
egyenletek kozelit6é megoldasat keresik. Nemidealis, inhomogén hurok esetén numerikus
szimulaciot kell végezni.

A dolgozatban ilyen hurokbdl allé hdr-harlab rendszer viselkedését, az elemek egymadsra
hatasat vizsgalom és szimuldlom pengetés-szer(i gerjesztés alkalmazasaval. Célom a
homogén és inhomogén hurok f6 kilonbségeinek feltarasa a gitaron. Ehhez véges differencia
és végeselem-maddszert alkalmazok.

Az inhomogén hurok tulajdonsagai hurrdl hurra valtozok, igy altalanossagban sztochasztikus
folyamat irja le a paraméterek térbeli valtozasat. A sztochasztikus viselkedés megfeleld
eloszlasi paraméterekkel adhatd meg.

Monte Carlo-szimuldcidéval a sztochasztikus folyamatok tdbb realizaciéjan keresztil
vizsgalom a rendszer valaszanak, a megjelend er6knek statisztikus jellemzéit.
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Non-ideal strings in a coupled system
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One of the most common sound sources in music is the string. The differences between one
string and another are mainly down to the material, the dimensions and the method of
excitation (i.e. plucking, bowing or striking).

Acoustic guitars are coupled systems consisting of six nylon or steel strings and an inflexible
bridge. After plucking one of the strings, it radiates sound directly, but it also excites the rest
of the system through the bridge. The guitar body amplifies the sound.

The full analysis of this process requires mechanical, dynamic and acoustic considerations
including having regard to the coupling. The development of computer science allowed more
exact models of instruments to be created.

Analytical models describe the system with a few differential equations. Numerical methods
on the other hand, e.g. finite element models substitute the instrument with a system of
discrete elements and describe these with approximating linear equations.

Strings are non-ideal, that is, their mass and therefore their response are not deterministic
and can be treated as stochastic processes. The stochastic behaviour can be defined with
certain parameters.

In the paper | shall examine and simulate the behaviour of this kind of string-bridge system
and the effect the elements have on each other. | shall apply a plucking (piecewise linear)
excitation in a numerical model. The aim of the paper is to unveil the main differences
between ideal and non-ideal strings in the guitar with finite difference and finite element
methods. The coupling can be defined with boundary conditions.

During the analysis | shall apply Monte Carlo simulation to examine many realizations of the
stochastic process to determine the expected values and standard deviations of the system
response and the forces that appear.
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1. Bevezetés

1.1. A dolgozat célja

A dolgozatban hangszermodellezéssel foglalkozom. A témdaban jelent6s irodalom All
rendelkezésre, hangszerek vizsgalatdval mar évszazadok o6ta foglalkoznak. A szamitastechnika
fejlédésével olyan eszkoztar all rendelkezésiinkre, mely a megalkotott modellek bonyolultsagat és
pontossagat névelni tudja, igy atfogdbb képet kaphatunk a hangszerek viselkedésérél.

Vizsgalatom targya a hangszerhdrok viselkedése a gitaron is megtalalhatéd hur-hurlab
csatolasban. A hurlab a gitartest eliilsé fedlapjara erésitett ,,rid”, melyre a hurok egyik vége rogzitve
van. Ez a rogzités azt jelenti, hogy a hur adott pontja a huarlab adott pontjaval egylitt mozog. A csatolt
rendszer dinamikus viselkedését megpendités hatdsara szimuldlom kiilonb6z6 modellezési
mddszerekkel. Megvizsgdlom a véges differencia és végeselem-mddszerek alkalmazhatdsaganak
lehetdségét, azt, hogy hogyan lehet a csatolast a modellbe bevinni.

A hurok viselkedésének elemzésekor azok inhomogenitasaval is szamolok, megvizsgalom,
hogy az egyes modellekben hogyan kezelheté a nem egyenletes tomegeloszlas, illetve hogy melyik
modell milyen eredményt ad a homogén és az inhomogén hurok szimulaciéja soran. A tényleges
tomeg-helyfliggés sok (kiilonb6z6) hurt tekintve véletlenszerd, igy statisztikai jellemz&kkel adom meg
az eloszlasat.

A dolgozatban el@szor attekintem a csatolt rendszer elemeinek (a huroknak és a rddnak) mar
ismert viselkedését, a jellemz6 frekvencidkat, az elemek mozgdsat meghatarozé hulldmegyenleteket.
Majd sorra veszem a nemidealis hurok jellemzdit. Nagy vonalakban dsszefoglalom a hangszerek
elemzésénél hasznalt modellek tulajdonsagait és a masok altal hasonld problémakban elért
eredményeket, illetve részletesebben bemutatom az itt bemutatott modellek altalanos jellemzéit.

A véges differencia és végeselem-mddszerekkel kapott eredményeket a 4. és az 5.
fejezetekben ismertetem. A vizsgalatokat kilon elvégzem idealis és inhomogén hur esetén kilonb6zé
csatolasokat megvaldsitva, vagyis a hurlabat tobbféleképpen modellezve megmutatom, hogy az
egyes maddszerek milyen hullamformakat tudnak szimulalni.

1.2. A chordofon hangszerek

A zenei hangszerek komplex rezgérendszerek, elemeik egymashoz csatolt oszcillatorok. A
hangokat mechanikai, akusztikai vagy elektromos rezgések keltik. Ezek kilonbozé
mechanikai/akusztikai elemekben eredhetnek, példaul hdrban, ridban, membranban, lemezben,
légoszlopban, illetve bezart levegStérfogatban.

A huros (chordofon, a gorog khordé, hir szébél) hangszerek alaptipusai kdzott a legGsibbek
az ijak, melyek Afrikdbdl szarmaznak. A lirdk, hdrfdk mar 5000 éve ismerték a sumerok és az dkori
egyiptomiak, de a mai napig hasznaljuk 6ket (lirakat leginkabb Afrikdban). A citera a mai zongora Gse.
A pengetéssel megszdlaltatott lant sok helyiitt népi hangszer, mint az 1. tablazat mutatja. Az ukulele
a machetébdl, a bendzsé pedig hosszinyaku lantokbdl alakult ki. A lantot vondval a tizedik szazadtdl
hasznaljuk, ilyen mddon alakult ki bel6le a heged(i.



1. tablazat: Egyes népek jellemz6, pengetéssel megszolaltatott népi hangszere

Nép Pengetett népi lant
indiai szitar, tampura
roman kobza

gorog buzuki

orosz balalajka

portugdl | machete

kinai ruan

japan gekkin

A gitart valdszintileg arabok hoztak Spanyolorszagba. A 14. szazadban mar egész Eurdpaban
ismerték. A klasszikus spanyol gitar a 16. szazad 6ta nem valtozott sokat. Az akusztikus gitar sik
rezgbtetSs kialakitdsdban a német sziletésd C.F. Martin, a modern domboru rezgbétet6s forma
épitésében pedig Antonio de Torres Jurado jeleskedett, a 19. szazad kdzepére mar a mai gitarok
mintajaul szolgald hangszereket készitettek [1], [2].

1.2.1. A gitar szerkezete

Az akusztikus gitar hat hurbdl, egy hurlabbdl (stégbdl), egy gitarnyakbdl és egy lemezek altal
korulzart levegStérfogatbdl (testbdl) allo 6sszetett mechanikai és akusztikai rezgérendszer.

A hurok anyaga klasszikus gitaron nejlon, Gibson-gitdron acél. Plektrummal, ujjal vagy
hivelykujjpengetével hozzuk Gket rezgésbe, altaldban a lefogatlan hdr 1/5—1/7 részénél. A
hangmagassdgot a hur megfeszitésével allitjuk be, de a hossztdl is fligg. Ezt dinamikusan a fogdlapon
ujjal, el6zetesen pedig kapodaszterrel szabdlyozhatjuk [3].

A nyak ellendll a harok feszitésének, de nem olyan nehéz, hogy karosan befolydsolja a
rezonanciat. Nem elégséges merevsége a gitar hangkitartd képességét csokkenti, ugyanis a hur 6t is
megrezegteti. A hurok rezgését a hurlab kozvetiti a testhez.

A nagy kiterjedés( rezonatorra azért van sziikség, mert a rezgésbe hozott hdr magaban csak
kis hangintenzitast tud létrehozni. Ennek oka egyrészt a kis megmozgatott légtomeg (kis
részecskesebesség), masrészt pedig az, hogy a rezgéssel létrejévé nyomasnovekedés és —csokkenés a
har koril nincs elzarva (felllettel hatadrolva), ezért gyors nyomaskiegyenlitédés megy végbe. A
rezonatorban a hur kényszerrezgést kelt a ra kifejtett erével, igy a megmozgatott légtomeg nagyobb
(4], [5].

A gitartest el6lapjaban, kavajaban, hatlapjaban és az altaluk korulzart leveg6térfogatban
egyarant alléhulldmok alakulnak ki. A levegé a hangnyilason keresztll sugdrozza le a hangot. A
rezonator mérete és formdja befolyasolja a lehetséges mddusalakokat. A rezgStet6t azért, hogy a
harok feszitésének ellenalljon, gerendak merevitik, erdsitik. Ennek alakja lehet X, legyez6, racs stb.,
ez az elrendezés szintén lényeges szerepet jatszik a hangzds kialakitasaban [6].

Az egyes elemek Osszekapcsoléddsdt mutatja az 1. dbra. Az elrendezés szerint a hur a
harldbon keresztll csatolva van a rezg6tetével. Ez a csatolas hozza létre a magasabb frekvencidju
hangokat. A nyakra kotve szintén a rezgGtet6vel keriil csatoldasba, mely az Greget és a kavat rezgésbe
hozva gerjeszti a bezart levegStérfogatot és a hatlapot, igy sugarzéodnak le az alacsonyabb
frekvencidju hangok. A 2. dbra a gitar egy mechanikai-akusztikai egyszer(sitett modelljét abrazolja,
melynek elektromos ekvivalens haldzata a 3. abran lathatd. A hur ezeken mar nem szerepel, csak az
altala a hurldbra kifejtett er6 van feltlintetve. A mechanikai helyettesit6 képek tomeg, rugd és
ellenallas 6sszekapcsolasaval modellezik az egyes oszcillatorokat, amelyek a gitartestet alkotjak.



1. dbra: A gitar elemei kozti csatolasok [7] és [8] alapjan
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2. abra: A gitar egy akusztikai/mechanikai modellje [9] alapjan
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3. abra: A gitar elektromos analég halézata [9] alapjan
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A rezonator gerjesztd jele a vele csatolasban Iév6 harbdl szarmazé (a hir altal kifejtett) erd,
ez hozza létre a dinamikus rendszervalaszt. Ennek spektruma mérhetd, igy meg lehet hatarozni a
haldzat atvitelét [10]. Boullosa példaul ilyen mddon vizsgalta a rezgbtet6 anyaganak az akusztikai
lecsengési idére vett hatasat.

Egy idealis, csillapitatlan, tokéletesen merev fellletekhez rogzitett feszitett hdrban az eré
megpengetés utan négyszogjel alaku id6fliggést mutat. Ha csillapito elemekkel (a leveg6, a gitartest
ellenallasa) csatoljuk a hurt, akkor az id6fliggvény lecseng.



2. A vizsgalt mechanikai elemek

A vizsgalat targyat képezd er6t a hur fejti ki, mely kdzvetlenll a hurldbra van illesztve. A
fejezetben ezek mechanikai, dinamikus viselkedését tekintem at.

2.1. A hir mozgasa

Feszitett har viselkedésének elemzésével mar Plithagorasz (ie. 582-497) is foglalkozott:
fogalmazta a rezonancia alaptérvényét, vagyis hogy a huron keltheté hang magassdga a hurhossztél

flgg.

Marin Mersenne harom térvényével ezt pontositotta: kimondta, hogy a frekvencia forditva
aranyos a hurhosszal, egyenesen a feszitGer6 gyokével, és forditva az egységnyi hosszra esd
hartdmeggel [11]. Az dsszefiiggést Galilei is megfogalmazta. igy példaul elényds a mély E1, A, D hirok
nagy fajsulyd fémhuzallal torténé betekerése. (Természetesen a hur és a bevonat anyaga befolyasolja
a hangspektrumot.)

Az idealis hir homogén, nincs hajlité merevsége (tokéletesen rugalmas), igy csak a feszitéer6
ad neki merevséget. Transzverzalis kimozduldsa kicsiny a hudrhosszhoz képest, teljesil rd a Hooke-
torvény, a feszitéer6 allando.

A hurok rezgése kelthetd pengetéssel, titéssel, vondval, dorzséléssel, illetve csavarassal. Az
elsé harom gerjesztési tipussal transzverzalis hulldmok kelthetdk, igy hangszerekben altaldban ez a
megszokott megszdlaltatasi mdd. A torzids és longitudindlis hullamok a hdrban csaknem tizszeres
sebességgel terjednek, ezért azonos hangmagassaghoz Iényegesen hosszabb hurra lenne sziikség
[12].

A kifeszitett har egyensulyi helyzetében egyenes. A hurhosszra merGlegesen kitéritve a hur
egy ds& szegmensének széleire tangencidlisan T erd hat (4. dbra). A huar kitéritése miatt a
szegmensszélek érint6je O(x) szoget zar be a vizszintessel. A szegmens vizszintes vetiilete dx,
kitérése pedig &(x).

4, abra: A kitéritett hurra hato erdk [8] és [13] alapjan




Az eredd er6 a hurelemet egyensulyi helyzetébe igyekszik visszatériteni (a megjelené eré a
harelem gorbiltsége miatt nem parhuzamos). Az eredd fligg6leges komponense Taylor-soros
kozelitéssel:

0%&
0x?

Newton 2. térvényét alkalmazva megkaphatdé a hudr transzverzalis hullamegyenlete, ahol a

dFy = (Tsin0)y,qx — (Tsin@), =T dx

hulldm terjedési sebességének négyzete c? = " A hdrban (mint a rezgérendszerekben altaldban) a

rugémerevség miatt megjelend visszatérit6 erG ,verseng” a tehetetlenséggel, vagyis a rezgés soran a
huarszegmensek potencidlis energiat alakitanak kinetikus energidva és vissza. (A transzverzalis mozgas
nem feltétlenil polarizalt.) [13]

2 2 2
o _To _ 0%
ot?  puox? 0x?
Az er6 harral parhuzamos komponense:
dFy = (T cos0)yrqx — (T cos8), = T(cos By4qy — COSO,)

Kis kitérités esetén a szog is kicsi, tehat a koszinuszok kiejtik egymast (nincs eredd er6 az x
tengelyre parhuzamosan). (Megjegyzés: nemidealis hurban longitudinalis és torzids rezgések is
megjelennek, Id. font.)

A differencidlis hullamegyenlet szeparaldssal oldhaté meg. A 18. szazadban Jean le Rond
D’Alembert megmutatta, hogy a hulldmegyenlet altaldanos megoldasa terjedd hullamként adddik
[14], [15]. A hangszeren a hurvégek rogzitettek, ez alkotja a megoldasnal a hatarfeltételt, a kezdeti
érték pedig pengetés esetén a gerjesztés alakja.

Pengetés utan a huron lefutd jel alakja (a hangszin) csak a kezdeti kitérés helyétdl és alakjatol
flgg (feltéve, hogy a kitérés maximuma lényegesen kisebb a hossznadl, altaldban néhany szazalékat
nem haladja meg, illetve hogy a megpengetés lassan torténik). Pontszerlien, haromszogjellel
,pengetett”, idealisan rugalmas huron ugyanilyen alaku lefutas vonul végig, mig az alléhulldamu
rezgés burkoldja szimmetrikus (az allohulldmok a jelalak néhany atfutdasa utan kialakulnak). A
gerjesztés amplituddja a keltett hangintenzitast hatarozza meg.

A sajatfrekvencidkat a sajatérték-egyenletbdl lehet megkapni: K& = w?ME. Itt K képviseli a
rugdallanddt, M a témeget, & a kitérés, w pedig a rezonans frekvencia. Minden sajatfrekvenciahoz
tartozik egy moddusalak (sajatvektor), mellyel a struktira rezeg. A sajatfrekvencidkat gerjesztve
»nagy” amplituddju valaszt kapunk. Az idedlis hdr rezonanciafrekvencidai nd = 21-bdl f, =% m
alakban addédnak, ahol n a rendszam, [ a hurhossz, T a feszit6erd, u pedig a hosszegységre esé
tomeg' (elosztott paraméter(i rendszer). A hur az egyik olyan egyszerl struktira, melynek

rezonanciafrekvencidi az alapfrekvencia egész szamu tobbszorosei.

A részhangok ardnya pengetett gerjesztés esetén lecsengl. Az egyes sajatfrekvenciak relativ
(tehat az alapharmonikushoz képesti) intenzitdsat mutatja a 2. tablazat.

2. tablazat: A részhangok relativ intenzitasa pengetés esetén [12]
felhang 1 2 3 4 5 6 7
rel. int. 1.00 0.81 0.56 0.32 0.13 0.03 0.00

! Mas megfogalmazésban a hurt feszit6 eré T = 4ul?f2, ahol f; az alapfrekvencia.
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A pengetés helyén nem jon létre nullhely (csomdpont), ezért az ott csomdpontot tartalmazé
felhangok hidnyoznak a spektrumbdl (példaul az 6tédénél megpenditett hur hangjabdl minden
otodik sajatfrekvencia). Ez azt is jelenti, hogy a hurvéghez kozeli gerjesztés felhangokban gazdagabb
hangot kelt. Gyors kilendités esetén egyrészt fémesebb hangszint kapunk, mivel a haromszogjel
homorubb jellege miatt felhangdusabb lesz a megszdlalé hang a lassi pengetéshez képest. Nem
pontszerd (pl. ujj) gerjesztés tompabb haromszogjelet eredményez, a hang fatyolosabb (tobb felhang
hidnyzik, mint pontszer( gerjesztés esetén).

Legnagyobb amplitidd a hur kézepén jelenhet meg (kivéve, ha paros rendszamu felhangok a
dominansak), széleken gerjesztve kis amplituddval is nagyobb hangintenzitds hozhato létre [12].

kozelithetd (kis szoget feltételezve):

¢
F=T.—
0x

2.2. A hurlab mozgasa

A rudakban transzverzalis rezgésen kiviil longitudinalis és torzids rezgésekkel is szamolni kell.
A longitudinalis rezgés terjedési sebessége és frekvencidja vékony rudban a feszitGer6t6l nem fligg.

Ha egy rovid, A keresztmetszet(i, pA - dx tdmegi ridelemre két végén kiilonb6z6 eré hat
(mert példaul a rudat hosszaval parhuzamos irdnyban meglitotték), akkor a rddelem végei nem
azonos elmozdulast tesznek, hosszirdnyban megnyulik. A mechanikai fesziiltség a Hooke-térvény

., F 0 a . . L
szerint Z=E£, ahol é a megnyulds, E pedig az anyag rugalmassagi (Young) modulusa. A
hullamegyenlet ismét Newton Il. torvényét alkalmazva alakul ki.
d0%s E d%s
otz pox?

A longitudindlis hulldm tehat ¢, = /E/p sebességgel terjed a rudban.

Hajlitérezgés sordn a rudelemre haté ered6 eré a nyiréer6kbél adddik. A nyirder6 a
forgatdonyomaték hely szerinti elsé derivaltja, a forgatdnyomaték pedig a kitérés masodik derivaltja. A
nyomatékot M = —~ adja, ahol r a rudelem gorbilete, I pedig a felllet (keresztmetszet) masodrendi

nyomatéka (inercidja): I = [ y? dA. Osszességében a kdvetkezd hullamegyenlet adédik:

0%¢ EI 0%
9tz pAox*
A negyedfoku differencidlegyenletnek nem irhatd fol altaldnosan a v sebességgel terjed6
megoldasa. A hulldmok terjedési sebessége frekvenciafiiggs, vagyis a rudban diszperz a terjedés.

2.3. Az idealis és nemidealis elemek kiilonbségei

A redlis hdrok nem teljesen rugalmasak. Sajatrezgésiiket befolyasolja a véges merevség, mely
elhangolddasi jelenséget (inharmonicitast) okoz. Az elhangolddas a nagyobb rendszamu felhangokat
noveli jobban, és a magasabb alapfrekvencidju hurokon kisebb, mint az alacsonyabb alapfrekvenciaju
harokon. Hatdsa a hudrhossz novelésével, a hudrok bevonatoldsdval (tomegik novelésével) vagy
megkettGzésével csokkenthetd. Zongora esetén annak nagy hangterjedelme miatt a legmélyebb és



legmagasabb hurokon ezek ellenére megmarad az inharmonicitas, ezért a hurokat az egyenléen
temperalt hangkoztdvolsagoktdl eltéré hangkdzokre hangoljdk. Ezeket a hangkdzaranyokat mutatja a
Railsback-gorbe (5. abra) [16], [17], [18].

5. dbra: A Railsback-gorbe Railsback, Martin és Ward adatai alapjan (forras: Wikipedia) [18]

OCTAVE NUMBER
1 2 3 4 5 6 7

-30 A TUNING FROM ACTUAL PIANG
RAILSBACK DATA (AVERAGE)
MIDDLE C A 440

0000000 00 10 11

30 40 50 80 70 80 90100 200 300 400 500 700 1000 2000 3000 4000
FUNDAMENTAL FREQUENCY (CYCLES PER SECOND)

TUNING WRT EQUAL-TEMPERED SCALE (CENTS)
\
\

Ha a megpengetés amplituddja nem kicsi, de feszitbmerevséggel nem kell szdmolni, akkor a
hullamegyenlet egy korrekcids taggal béviil, mely altal a terjedési sebesség a kitérés hely szerinti elsé
derivaltjanak négyzetével egyltt né. Bolwell ebbdl a nemlinearis meredekség-fliggésbél szarmaztat
sok kiildnbséget az idedlis és nemidedlis hurok kozt [19]. Allandé feszitettség(i hur nagy amplitudoju
nemlinearis rezgéseit elemezte tarsaival Lai [20]. Az altaluk kiszamitott modell jol kozeliti a valds
rezgések magasabb felharmonikusait anélkil, hogy korlatozna a rezgés amplitudéjat.

Jaték kozben a pengetési hely sem dllandd, az id6vel valtozik. A pozici6 meghatdrozza a
felhangtartalmat, igy példaul a hurlabra érkezd rezgéshulldmbdl becsilni lehet azt, hogy hol
pengették meg a hurt. Ennek a hangszintézisnél van jelentésége [21].

A hur lefogasa kissé megnyuljtja a hart, melynek rugalmassagi modulusatél figgéen a
feszit6er6 megvaltozasa a hangmagassagot kissé megemelheti. Az acélhirok rugalmassagi modulusa
a nejlonhurokénak koérilbelll harmincszorosa, igy acélhuroknal a jelenség konnyebben észrevehetd.
A hatas a lefogas helyétdl fugg.

A nemidealis tulajdonsagok kompenzalasa végett helyezik elferditve a gitarra a hurlabat.

Az elemek (hur és rud) inhomogenitdsa azt jelenti, hogy paramétereik nem allanddak a teljes
harban, illetve rddban. Példaul a hosszegységre esé tomeg helyfliggd. Ha a rdd nem homogén, akkor
az E, I, p és A paraméterek mind helyfligg6ek lehetnek.

Inhomogén huar esetén a hdregyenlet alakja az alabbi:

0 0&(x,t) 0%2&(x,t)
—|T(x) ——| = ulx) ———
ax[ =5 | =D 5

Ha a feszitGerd allandé, a hosszegységre vonatkozd tomeg pedig linedrisan valtozik (az egyik
vége felé elvékonyodik), akkor a mindkét végén rogzitett hur sajatfrekvenciai zart alakban

kifejezhet6k [22]:



k) = o(1 + @)

_nm T
“n =7 uo(1+ 0.5a)

Egy gitarhur inhomogenitdsa azonban ritkan ilyen szabalyszerld, a hudr elvékonyodik a
terhelési helyeken (ahol pengetjiik), szennyez6désekt6l megvastagodhat a lefogasi pozicidkban,
tehat a tomeg nem irhato le képlettel. Egy hdron belili eltéréseken feliil pedig a paraméterek hurrél
hdrra is masok és masok, de eloszlasokkal és momentumokkal jellemezhetGék.

A numerikus vizsgalat sordan csak a hdr inhomogenitasanak hatasat vizsgdlom a
legegyszerlbb, meghatdrozott helyl idealisan pontszerld pengetés esetén. A hdrparamétereket
sztochasztikus folyamatnak tekintem, és adott statisztikus paraméterekkel jellemzem.



3. Hangszermodellek

A kialakulé hang, a hangszerm(ikédés pontos modellezéséhez dinamikai, geometriai,
akusztikai megfontoldsokat kell tenni a csatoldsok figyelembevételével. A hangmindség elemzéséhez
még pszichoakusztikai ismeretekre is szilkség van. A hangszereket a szamitastechnika ugrasszerd
fejlédése el6tt leginkabb nagy vonalakban, igen altaldnosan jellemezték (a huros hangszerek kozott
példaul els6ként a heged(t — az elsé helyettesité modell is erre szlletett 1962-ben [23]). Ennek oka,
hogy a pontos numerikus modellek megalkotdsa igen szamitasigényes.

Egy hangszermodell lehet analitikus, illetve numerikus. Az analitikus modellek néhany csatolt
(differencial)egyenlettel jellemzik a hangszert. A karakterisztika nem tetsz6legesen pontos, de
kénnyen kezelhet6. A numerikus modellek véges sok pontra vagy elemre bontjdk a szerkezetet, és
ezek mindegyikét csatolt egyenlettel irjak le.

A véges differencia modellek (FDM, Finite Difference Method) a derivaltakat kiilénbségekkel
kozelitik. A har esetében a véges differencia modell a témeg-rugd modellel ekvivalens eredményt ad
[24].

Heged( és gitar hdrjdnak mozgdsat (kitérését és sebességét) hasonlitotta Gssze véges
differencia modellen alapuld szimulaciéval példaul Hernandez et al. [25]

A végeselem-modellek (FEM, Finite Element Method) a tartomanyt egyszer(bben kezelhet6
részekre szegmentaljdk, és a differencidlegyenleteket ezeken oldjak meg. A blokkokra bontas
bonyolultabb geometridkat is hatékonyan szdmithatéva tesz, ugyanis a modellben kénnyen
szamithatd ritkamatrixok jonnek ki. Végeselem-modellel megmutathatdé példaul, hogy a rezgétetd
slrlségétdl fuggenek a rezonanciafrekvencidk értékei (bar a moddusalakok és a frekvencidk
egymashoz képesti viszonya nem) [26]. Elejabarrieta és Santamaria szintén FEM-mel modellezte a
gitartest altal bezart levegé modusait. Az egyik modusalakra kapott eredményiik lathatd a 6. abran. A
grafikon szinezése a keltett hangnyomast mutatja.

6. dbra: A gitartestbe zart leveg6 rezgésének egyik modusa végeselem-modellben [27]. A szinek a hangnyomas-hullam
amplitudoéjat jelképezik.

A gitar fedlapjat, hatlapjat és a kavat is modellezték FEM-mel. Stanciu et al. a merevit6
gerenddk elrendezését is figyelembe véve elemezték a gitartest oldalainak mddusalakjait [28].
Vizsgaltak a Young modulus, a s(rlség és a lapvastagsdg hatdsat a lemezekre, illetve kimutattdk,
hogy a sajatfrekvencidk csokkennek, ha a merevité gerendak szamat noveljik.

A rezglbtet6 rezonancidjat a hurlab jelenléte is befolydsolja. A hudrldb tomegének és
merevségének a fedlap sajatrezgésére vald hatdsat vizsgdlta Torres és Boullosa. Kiszamitott FEM-



modelljiket lézeres rezgésmérbvel kapott eredményekkel hasonlitottak 0ssze, és nagy korrelaciot
talaltak a kettd kozott [29].

A peremelem-modellek (Boundary Element Method) a végeselem-modellekhez hasonlitanak,
de integralegyenleteket oldanak meg oly médon, hogy térfogatintegralt feliiletintegralla alakitanak
[30], igy csak a hatarfellletet kell diszkretizalni. Ez tavoltéri sugdarzasi vizsgalatoknal elényds. A
mddszer hatranya, hogy teli matrixokkal leirt egyenletrendszerek megoldasara vezet, tehat az
egyenletszdm csokkenését nem feltétlendl kiséri kisebb szamitasigény [7].

A csatolt rendszerek modellezése az egyes elemektdl és a csatolds természetétdl figgben
elbonyolédhat. Ezért alkalmaznak egyszerlsitett modelleket, példaul tokéletesen merev
megtamasztasokon kifeszitett hudrokat, illetve hur-hangszertest csatoldas hurlabon keresztili
modellezését, mint ebben a dolgozatban is. Természetesen bonyolultabb hangszermodelleket is
megvaldsitottak, példaul Inacio, Antunes és Wright heged(ire vizsgalta a csatolt rendszer viselkedését
az id6tartomanyban, a rendszer szabadrezgéseinek mddusain keresztul [31].
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4. A hur véges differencia modellje

A véges differencia moddszer a parcidlis derivaltakat véges pontracson szamitott
differenciakkal kozeliti, azaz a folytonos fliggvény 6sszefliggd értelmezési tartomanyat diszkrét, véges
szamu pontra bontja. A hur esetén a kitérés értelmezési tartoménya kétdimenzids: £(x,t). Az FDM
ezt a diszkrét pontokon értelmezett f(xn, t,,) fuggvénnyel kozeliti. A pontracson x irdnyban a pontok
tdvolsdga Ax, t irdnyban pedig At, tehat adéddan a mintavételi frekvencia, mely a modellt jellemzi,

fs = ﬁ alakban adédik. A &(x,,, t,,) azokban a pontokban értelmezett, ahol x = n - Ax, t = m - At.

A modell megalkotasakor a felbontdsra (a racs finomsagara) stabilitasi kérilményeket kell
figyelembe venni. A kozelités torténhet el6re- vagy hatralépd (explicit vagy implicit) formuldval. Az
egyenletsokasag konkrét megoldasahoz hatarfeltételek és kezdeti értékek megaddasara van sziikség.

Az els6 és masodik derivaltak a kbvetkezd kilonbségekkel kozelithetdk:

0(x,0) _ E(x,t) = §(x — Mx, 1)

0x Ax
0%8(x,t) _&(x + Ax,t) — 28(x,t) + &(x — Ax, t)
ax2 Ax?
9 (x,t) _&(x,t) —&(x, t — At)
at At
0%8(x,t) _ &(x, t+ At) — 28(x, t) + E(x, t — At)
a2 At?

A hur transzverzalis rezgéseire kapott hulldmegyenlet a fenti kdzelitések behelyettesitésével
rekurziv format o6lt (a , kovetkez6” id6pontra explicit, kétlépéses formula adodik).
TE(x + Ax,t) — 28(x, t) + E(x — Ax,t)  E(x, t + At) — 2E(x, t) + E(x, t — Ab)
u Ax? B At?

E(x,t + At) AtzT(é( +Ax,6) + E(x— A 1)) = ECx t — AL) +( 2 222 e

X, =——(¢(x + Ax, x—Ax,t))—&(x, t— —2——|¢(x,
Ax? Ax? u

7. abra: A véges differencia modell pontracsa. A piros pont kitérésének kiszamitasahoz a kék pontok sziikségesek

-~

t

mAt
(m—1)At
(m—2)At

v

™~ nAx A x
(n—1)Ax (n+l)Ax
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A 7. adbra illusztralja a kozelit6é hulldmegyenlet szerint az egy (piros) racspont kitérésének
szamitasahoz szlikséges egyéb (kék) racspontokat.

A peremfeltétel a tobbi elemhez vald csatolds segitségével adhaté meg. A dolgozatban
megvaldsitott modellben a hiur végei mindkét oldalon rugdé-ellendllas taghoz régzitettek (8. abra),
melyek paraméterei megvalaszthatok.

8. abra: A hur peremfeltételei a véges differencia modellben

1$L_!J Ry K2§L!_JR2

A har szélein [év6 pontokban a hulldmegyenlet a kovetkezd kifejezéssel mddosul.

F,=K-§+R-§

Ebbdl a differencidk behelyettesitésével a végpontokra is explicit formula adddik.

T At KlAt

£(0,¢ + At) = (R—lA—+ 1- )5(0 )———S(Ax )

E(Lt +At) = ——f(l Ax,t) + (1 —lﬁ—KzAt)g(z )
h x R, Ax

Ha a hurt tokéletesen merev felllethez rogzitjik, a peremfeltétel £(0,t) = &(l,t) =0Vt
alakdu lesz.
A kezdeti értékeket idedlisan lassu pengetés esetén a &(x,0) = &,(x) és v(x,0) =

(g) = 0 egyenletek jelentik. Itt &, (x) a megpengetés jelalakja, ami esetlinkben haromszdgjel.
t=0

4.1. Pontossag és stabilitas

A modellel szimuldlt eredmények a valds jelalakot anndl jobban kozelitik, minél kisebbre
valasztjuk a racspontok tavolsagait. Ez azonban megnoveli a szamitasigényt, rdadasul Ax és At nem
valaszthatd meg tetsz6legesen (egymastdl fliggetlendal).

A modell stabilitdsanak és pontossaganak elemzésekor fontos paraméter a két racstavolsag

. _ Ax
hanyadosa: P = v
A modell konvergens, ha egyrészt konzisztens, masrészt stabil. Az FDM akkor konzisztens, ha

a kozelité differenciaegyenletek megoldasa Ax,At — 0 mellett a folytonos differencidlegyenlet
megoldasahoz tart. A stabilitas azt jelenti, hogy a megoldas m — oo és adott At esetén korlatos, vagy

; . . et ol s B} - A
At — 0 és adott m esetén korlatos. A stabilitas idealis hdr esetén akkor teljesiil, ha i = A—’: = c [32].
Ez azt jelenti, hogy adott Ax és c esetén At-re adddik egy fels6é korlat, vagyis van egy minimalis

mintavételi frekvencia.

A paraméterek megvalasztasanal el6nyos figyelembe venni, hogy az értelmezési tartomanyok
diszkretizalasa kovetkezményeként numerikus diszperzid jelenhet meg. Ez abban nyilvanul meg, hogy
a modusok torzulnak, mert az egyes térbeli frekvencidju komponensek terjedési sebessége eltér. A

numerikus diszperzié elkerilheté Vi valasztassal, ugyanis ekkor a modell minden hulldmszamra
stabil modell lesz. [32]
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Ax
At
de a numerikus diszperzié mindenképpen megjelenik.

Nemidedlis hurra, mikor ¢ helyfliggd, — = ¢4, Valasztdssal az instabilitas kiklisz6bdlhetd,

4.2. Az FDM eredményei

A véges differencia modellt MATLAB-ban Aallitottam elS. A tényleges szamitasokat végzé
szkript paraméterei a pontrics x, és t,, vektoraii x =[0 dx 2dx .. N-dx] és t=
[0 dt 2dt .. M-dt], a terjedési sebesség, a feszit6ers, a kimozdulds kezdeti értéke:
§o = [EF70 ¢gy=ax gy=2dx ] és a peremfeltételek [R; K; R, K] alakban. Minden
jellemz6t fizikai egységekben lehet megadni. A program a kitérés hely- és id6fliggését t szerinti
ciklussal szamitja. El6szor a hur két végének kitérését hatdrozza, ebbél a tobbi ponté mar
matrixszorzassal adddik. A hur rogzitéseit terheld erét a teljes pontracson meghatdrozott f(x, t)-bél

d . . L D s
F=T. i alapjan lehet meghatarozni a differencias kozelitéssel.

A szimulaciét 196 Hz alapfrekvenciaju G hurra végeztem. Homogén, u = 1073 [Fg] tomegd,

idedlis hart tekintve a feszitéer6 az alapfrekvencidval szamithatd. Ezzel a becsléssel élve hataroztam
meg a transzverzalis hulldmok terjedési sebességét:

T = 4ul2f2 = 4107 [%g] - (0,65[m])? - (196 E])z = 65 [k‘gs'zm

¢c= §=255[?]

A kezdeti érték minden esetben idealis, pontszerl, szakaszonként linedris haromszogjellel
torténé megpengetés volt. Ennek jelalakjat a 9. dbra mutatja. A pendités helye a hur 6tode. A hur
egyik bundnal sincs lefogva.

9. dbra: A megpengetett hur kitérésének kezdeti értéke (a pengetés jelalakja)

£, [m]
0.02"
0.01"
; /\
-0.01"
-0.02
0 01 0.2 03 04 05 0.6 07

X [m]

4.2.1. Homogén, csillapitatlan har

Az elsé esetben homogén hurt tekintettem, tehat a hosszegységre vonatkozé témeg nem
figg a helytdl, allandé. A hdrvégekrdl a rezgés csillapitatlanul tud visszaverddni, K; = K, = 0 és
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R; = R, — 00, vagyis tokéletesen merev a hur rogzitése. Ezzel az esettel kdnnyen tesztelhetd, hogy
megfelel6en miikddik-e a modell.

A modellben kiszamitott hulldmalak hely- és id6fliggését mutatja az Un. vizesés-grafikon (10.
abra), mely haromdimenzidban abrazolja a kitérést, és a szomszédos racspontokhoz tartozd
értékeket 6sszekoti. A fliggdleges tengely jelenti a kitérést. A (kdzel) szemkodzti vizszintes id6tengely
balra névekszik. A befelé mutatd x-tengely a hdron belili poziciét jelképezi, tehat x € [0; 0,65 cm]. A
grafikon jobb szélén jelenik meg a kezdeti érték (a megpendités), mely elengedés utan végigfut a

hdron. A rezgés amplituddja konstans. A rezgés masik szélsGértéke (minimumhelye) a grafikon bal
oldalan, az utolsé abrazolt id6pontban figyelhet6 meg.

10. abra: A megpenditett homogén, csillapitatlan hur vizesés-gorbéje

¢ (x) [m]
0.02
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A 10. abra grafikonjanak x tengelyre meréleges elmetszésével egy adott pont kitérésének
id6fliggését kaphatjuk. A 11. dbra a kozéppontot mutatja, melyre szimmetrikus, periodikus jel
adddott, vagyis a nyugalmi helyzethez képest pozitiv irdnyba ugyanakkora a kitérése, mint negativ
iranyba. A 12. dbra a hur végpontjahoz kozeli pont mozgasat illusztralja (a pengetés helyéhez
kozelebb). Lathatd, hogy ekkor pozitiv irdnyba (tehat a megpendités iranyaba) tolddik a kitérés
id6fliggvénye, és a jelalak periodikus, de nem szimmetrikus.

A kitérés id6tél fuggetlen megjelenitése (a kitérés maximuma és minimuma) lathaté a 13.
abra grafikonjan. A hullam a két széls6érték kozott valtozik a 10. abra id6fliggvényén lathaté modon.
Az egyes pontok kitérésének tartomanya a 13. dbra alapjan lgy kaphato, ha a fligg6leges tengellyel

parhuzamosan, az adott pontnak megfelelé x értéknél elmetssziik a két burkolét. (Ezt a berajzolt két
nyil szemlélteti.)

A kitérés hurvégnél vett derivaltjabdl szamithatd erd (14. dbra) id6fliggése ebben az egyszer

esetben négyszogjel. Ennek kitoltési tényezGje a pengetési helybSl adéddan 20% (1/5). Ha a hur
kozéppontjaban térténne a pengetés, a kitdltés 50% lenne.

A modell az idedlis, mereven rogzitett hir esetén a véges differencia modell a
varakozdsoknak megfelel6 eredményeket adja.
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11. dbra: A homogén, csillapitatlan hiar k6zéppontjaban a kitérés id6fliggése

§ [m]
0.0063
0 [
-0.0063
0 0.005 0.01 0.015 0.02
t[s]
12. abra: A homogén, csillapitatlan hur végéhez kozeli pont kitérésének idéfiiggése
x10°
€ [m]
2
0 L
-0.5F
0 0.005 0.01 0.015 0.02
t[s]
13. abra: A megpenditett, homogén, csillapitatlan hur rezgésének burkoldja
¢ [m]
0.02r
0.01r
0
-0.01
-0.02
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
x [m]
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14. abra: A homogén, csillapitatlan hir megtamasztasat terhel6 eré

-1.2485

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

t[s]
4.2.2. Homogén, csillapitott har

A gitar hurjanak legegyszer(ibb modellezése az, ha az egyik végét a hurlabat képviselS tomeg-
rugd (R-K) tagra kotjuk, mint ezt a 8. dbra mutatta. A hdr masik vége mereven rogzitett (K; = 0 és
R, — o). A lecsengés megjelenitéséhez hosszabb szimulacids id6t kell valasztani.

15. abra: A homogén, R-K taggal csillapitott hur kzéppontjaban a kitérés idofiiggése

¢ [m]
0.0063

-0.0061

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
t[s]

16. abra: A homogén, R-K taggal csillapitott hur végéhez kozeli pont kitérésének id6filiggése

x10°

-1.0394

0 0.01 0.02 0.03 0.04 [s] 0.05
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A 15. dbra és a 16. dbra a hur kozepének és végéhez kozeli pontnak kitérését illusztrdlja. Az

id6fliggvények vizszintes szakaszai a csillapitd tag miatt torzulnak. A csillapitott hely-id6 fliggvény a

17. abra. A kitérés jelalakjai jelleglikben nem valtoznak a mindkét végén mereven rogzitett hidrhoz
képest, de az amplitudd id6beli csillapodast mutat. A hdrldbhoz rogzitett hirvég kitérése ebben az
esetben mar véges, a megtamasztast a hur a 18. abra id6fliggvényének megfelel6 erével ,rangatja”,

igy azok egylitt mozognak.

17. dbra: Az R-K taggal csillapitott homogén hur vizesés-gorbéje
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18. abra: A homogén, R-K taggal csillapitott hur megtamasztasat terhel6 eré

F[N]
5.0689 -

0 0005 001 0015 0.02 0.025 003 0.035 0.04
t[s]

-2.0223 ‘

4.2.3. Inhomogén harok sztochasztikus modellezése

A valédi hangszerben a hir nem homogén, jaték kézben valtozik a feszitGer6, illetve a hudrnak
hajlité merevsége is van. E a jelenségek koziil az inhomogenitds hatasat vizsgalom. Az inhomogenitas
azt jelenti, hogy a hur hosszegységre es6 tomege nem egyenletes a hossza mentén. Ennek

kovetkezménye az, hogy a ¢ = \/; Osszefliggéssel adott terjedési sebesség is a hely fliggvénye lesz.

Ezen felil az egyes hurok egymastdl is kiilonboz6ek, igy a terjedési sebesség véletlenszeri
paraméterként kezelhetd6. A statisztika elemei a hasonld, sztochasztikus vizsgalatokban
leggyakrabban az egydimenzids, els6foku abszolit momentum (varhaté érték) és a kétdimenzids,
masodfokl centralis momentum (kovariancia). A kovariancia tulajdonképpen az autokorrelacid
varhatéértéktdl figgetlen része [33] [34].

Az altalanos véletlenszer(i rendszer felépitését mutatja a 19. dbra. A véletlenszerl
anyagparaméter miatt a determinisztikus gerjesztés ellenére véletlenszer(i a rendszervalasz. A redlis
hangszerekben természetesen determinisztikus gerjesztés sem feltételezhet6, illetve annak jelalakja
nem pontszer(i pengetés. A sztochasztikus terjedési sebesség a modellbe legegyszeribben a Monte
Carlo szimulacidval (19. dbra) vihet6 be. Ennek Iényege, hogy meghatarozott eloszlasu valdszinlségi
valtozd hatdsat nagyszdmu realizacié generaldasaval szimuldljuk a rendszer viselkedésének
elemzésénél. Emiatt (a centralis hatareloszlas tétel kovetkezményeképpen) a valaszra adodo atlagos
becslés normalis eloszlasu lesz, szorasa pedig a realizacidok szamaval lesz 6sszefliggésben [35].

19. abra: A rendszer modellezése Monte Carlo szimulacioval

x(6) y(6)
— —

U1(0) Y2(0) w3(6)
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Az egyes realizaciokra szdmitott rendszervalaszok atlaga szintén valdszinliségi valtozd. A nagy
szamok torvénye kimondja, hogy minél tobb realizaciét vizsgalunk (N — o0), annal valészinlibb, hogy
az atlagos valasz a varhatd értékkel egyezik. A centrdlis hatdreloszlas tétele szerint N — co-re a
varhaté értékkel csokkentett atlagos valasz standard normalis eloszlasuva vdélik. Ez azt jelenti, hogy
annak valészinlisége, hogy a kett6 eltérése kisebb, mint € [34]:

P{léN _mfl < 5%} = Fnorm(g) - Fnorm(_g)

A véletlen adatok eloszldsat szérassal, varhaté értékkel, illetve egy korrelacidos hossz
definidlasaval adtam meg. A korrelacids hossz azt mondja meg, hogy egy realizacién belll mennyire
sima a terjedési sebesség helyfliggése (az a tavolsag, mely utan a korrelacié 1/e-szeresére csékken).
A korrelaciés hossz kapcsolata a kovariancidval: C(x)~o2e */%corr. A A =1/d oy, paraméter
csokkentése tehat egyre inkabb helyfliggetlenné teszi a valdszinlségi valtozot.

Cholesky-dekompoziciéval a pozitiv definit kovariancia matrix E {Z . ZT} = C = L- LT alakban

allithatd el8, ahol L alsé haromszég matrix. Ekkor a x fehérzaj-jellegli valdszinlségi valtozot L-lel

T
szlirve IEI{(% . K) (E . K) } = IE{L X KT %T} = %lg = C épp ilyen kovariancidjd valészindségi

valtozdét kapunk.

A n = L - x vektorbdl (melynek minden eleme megfelel6 eloszlasu valdszinlségi valtozo O

varhatd értékkel) és a terjedési sebesség idedlis hurra meghatarozott varhato értékébdl adddik a

terjedésisebesség-sokasag: c = n + \E

A Monte Carlo szimulacidban tehat Cholesky-dekompozicié segitségével allitottam elé a
véletlen adathalmazt. A szimuldcié sordn 400 realizaciét vizsgaltam. Erre mutat példat a 20. abra,
amelyen minden gorbe egy realizaciot jelképez, és megmutatja abban a rezgések terjedési

o . . . e s s . Y m Loz m oY
sebességét a hely flggvényében. A realizdcidk varhatd érték 254,8?, a széras 1?, a korrelaciods

hossz 1 m.

20. abra: 400 véletlen realizacio a transzverzalis hullamok terjedési sebességére a hurban

X [m]

4.2.4. Inhomogén har

A 20. dbra realizacidinak egyikére a modellben szimuldlt kitérés hely- és id6fliggését mutatja
a 21. abra vizesés-gorbéje, a 22. abra pedig a hdr megtadmasztasat terhel§ eré idéfliggvényét
illusztralja. A hir nincs R-K tagra rogzitve. Az inhomogenitas hatadsa az idealis hir vizesés-gorbéivel
Osszehasonlitva lathaté:a t = 0-nal még tiszta hulldmalak az id6 novekedésével ,elkenédik”, bar
amplitudojabdl nem veszit.
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csillapitatlan inhomogén hurnal ismertetett jellemz&ket, de a rezgés amplitiddcsokkenése is latszik,
ha gondolatban levetitjik a maximalis kitéréseket a z tengelyre.

22. dbra: Az inhomogén, csillapitatlan hur megtamasztasat terhel6 eré

F [N]
6.6471 1
0 [
-2.933r

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
t[s]
23. abra: A csillapitott inhomogén hur kézéppontjanak kitérése

€ [m]

0.01r

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

t[s]
24. abra: A csillapitott inhomogén hur lecsengése
¢ [m]
0.01r-
0.005 M1 | &
) o
| | f ‘?ﬂ~ M Iw ‘ﬂ A [
VAN AA AR AR ARRARAARRAAR
0 § ,UUWHWMWWMWW@wmwmmmmﬁmm
‘AR W
' ﬂl Jl\= ‘a W
-0.005 K
-0.011- ‘ ‘ !
0 0.05 0.1 0.15
t[s]
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25, abra: A csillapitott inhomogén hur vizesés-gérbéje

¢ () [m]

I N I B
[ I A é////////
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SIS
X [m] |

1l

4.2.5. Osszefoglalas a véges differencia modellrsl

A véges differencia mddszer egyszerlien implementdlhatd, és az elvardsoknak megfelel6

eredményeket szolgaltat, azonban igen nagy a szamitasigénye (a modell kiszamitasa 400 realizaciéval
akar 10 masodperc nagysagrendjébe esé ideig tarthat). Ezen felll az alkalmazhatdsagat korlatozza az

instabilitasi probléma. A harldabhoz csatolt hirok modelljét ezért végeselem-maddszerrel prébaltam

megalkotni.
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5. A har-huarlab rendszer végeselem-modellje

A végeselem-moddszer parcialis differencidlegyenlet numerikus megoldasara szolgal. A
kozelitést az értelmezési tartomdny véges dimenzidju alterén keresi, melynek bazisat az
alakfuiggvények alkotjak.

A differencialegyenlet D{y(x)} = f(x), ahol x a d dimenzids tér zért tartomanyabdl valo:
x € ) c RY, a peremfeltételek pedig a B{y(x)} = b(x) szerint adottak a dQ c Q c RY peremen. A
Galerkin-mddszer szerint az y(x) megoldas kozelitését az Q-n értelmezett G;(x) alakfliggvények
linearis kombinacidjaként keresslik, melyet a differencidlegyenletbe behelyettesitve kapott kozelités
hibaftiggvénye ortogonalis az alakfiiggvényekre (vagyis magara y(x)-re is), igy a hiba minimalis.”

yx) = Z Ui - Ge(x)
k=1

Z‘“k f G:()D{Gy(x)}dQ = f G.(OfxdQ, i=1..n
Q Q

k=1

Ez egy n egyenletbdl 4ll6 linedris egyenletrendszer, mely matrixos alakba is irhato, ha a Yy
értékeket 6sszefogjuk egy P vektorba.

=

E:h

Itt az A matrix és b vektor elemei:
A = [ GEIDIGGIQ
Q

bi = LGI(X)f(X)d.Q

5.1. A har és a rad hullamegyenlete végeselem-modellben

A hur transzverzdlis rezgésekre vonatkozd hulldmegyenletét a végeselem-modellben vald
szamitashoz atirjuk frekvenciatartomanyba:

n

L n L
T3 5 [ GEG@ + 1Y 5 [ GG @ =1
0 k=1 0

k=1
Ha bevezetiink egy K merevség- és egy M tomegmatrixot, amelyek elemei aldbb olvashatdk,

akkor az egyenletrendszer (E - ooZM)§ = f alaku lesz.

% A fiiggvények skalaris szorzata fQ g, (x)g,(x)dQ, vagyis az £(x) = Yp—q Ui - D{G(X)} — f(x) hibafuggvényre
J,Gi(e(x)dQ = 0.
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A hdr témeg- és merevségmatrixainak elemei:
L L
KM =1T. J Gl(OGL(x)dx, MP" =q. f G; ()G, (x)dx
0 0
A rud hulldmegyenlete ugyanilyen matrixos alakra hozhaté. A rudat jellemz6 matrix elemei:
L L
K'Y = EI- f GI')GY (dx, MY =pA. f Gy (%) Gy (x)dx
0 0
A két matrix meghatdrozasdhoz alakfliggvényeket kell vdlasztani. Lathatd, hogy a rud esetén
a masodik derivaltak megjelenése miatt a polinomialis alakfliggvények fokszama legalabb kett6.

Azért, hogy a rudelem négy szabadsagi fokahoz (két csomdpontjanak kitéréseihez és elforduldsaihoz)
egyarant egyértelm(en tartozzon alakfliggvény, harmadfoku polinomot kell felirni [36].

3
G;(x) =z ij

MATLAB-szamitasokkal ez alapjan szimbolikusan kifejezhetéek a hudrelem és a rudelem
tomeg- és merevségmatrixai. A modellben valés anyagparaméterekkel szamoltam.

1 - Hlhar[2 1
Khar = Lhur [ ] Mhar =—2—1{1 »
12 6Lyyq —12 6Ly |
K. El ‘|6Lr1’1d 4'Lrud —6Lr4aq 2L$‘lfld |
Zrid = 2y, [—12 —6L,qq 12 6Lde
6Lrﬁd 2Lrud _6Lrl'1d 4Lrud
156 22L,44a 54 —13L4q
M. = PALria 22Lmd 4170 13Lpgq 3Lrud]
—rid 420 l 13L,4q 156 22LrudJ
13Lrud 3Lrud _22Lrﬁd 4Lrud

A hurok, illetve a rud teljes tomeg- és merevségmatrixai a fenti blokkokbdl 6sszerakott ritka
(sdvos) matrixok, amelyek a fenti matrixokbdl oly modon szamithatdk, hogy az egyes, a huron/ridon
bellil csatolt csomdpontokhoz tartozd elemeket Osszeadjuk. Példaként a 26. abra a hurlab
merevségmatrixanak felépitését dbrazolja (a bejeldlt matrixelemekben van nullatél kiilonb6z6 érték).

26. abra: A teljes hurlab merevségmatrixanak felépitése
O/gss: i i i

101

201

301

40

501

601

701
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A hudrelemek szabadsagi foka kettS, vagyis a hurelem altal képviselt két csomdpontnak
egyarant van kitérése. A ridelemek esetén a szabadsagi fok négy: a rudelem csomdpontja kitéréssel
és szogelforduldssal is rendelkezik. A gerjesztés hur esetén erd, rud esetén pedig erd és
forgatdbnyomaték.

A hur-hurldb rendszer csatolasait kényszerekkel és peremfeltételekkel adhatok meg. A harok
harldabhoz rogzitett vége azt jelenti, hogy az adott hurelemek és a megfelel6 rudelemek kitérése
azonos, vagyis ezek a szabadsagi fokok paronként egymasbdl szarmaztathatdk. A hirok masik végére
befogasi kényszert lehet megfogalmazni (vagyis a hurvégek a véges differencia modellhez hasonldéan
most is mereven rogzitettek, kitérésiik zérus. A huarldb a gitartesthez van rogzitve, ezt szintén
befogasi kényszerrel lehet egyszer(ien modellezni a rud két végére.

A kényszeregyenleteket egy P ritka matrixba lehet csoportositani, melynek annyi sora van,

ahany csatolas, illetve peremfeltétel, és annyi oszlopa, ahany szabadsagi fok a rendszerben 6sszesen
van. A matrix a befogasi kényszerek soraiban csak egy 1 elemet tartalmaz (a mereven rogzitett elem
pozicidjaban), a csatolasok soraiban pedig 1 és -1 jelenik meg az 6sszekotott szabadsagi fokok helyén.
A kovetkezd alak a kényszeregyenleteket és a P matrix felépitését illusztralja (az tres matrixelemek

értéke nulla).

- E liggetlen E iggetlen
P-g=p-( 00 Y= [B B]( 0 ) o
- — \=szarmaztatott — 7 7 \Sszarmaztatott

Py ';fuggetlen = =P * Egzirmaztatott

= o =-—p;ip .= _.

=szarmaztatott — ~ 12 11 " =figgetlen
[ 1 ee -1 -|
| 1 -1 |

1 -1
P=
1
1

A rendszer szabadsagi fokai két halmazra bonthatdk. Az egyik a fliggetlen szabadsdgi fokokat
tartalmazza, a masik pedig az ezekbdl szdrmaztatottakat. A kényszermdtrix, mely P-bél az aldbbi

maddon szarmaztathatd, megadja az 6sszes szabadsagi fok kiszamitasat a fliggetlen szabadsagi
fokokbol.

13]
I

( Efiggetien ) Zfiggetlen I ) _
- =|_p-1p .= _ =\ =p- T Efiiggetlen
Sszarmaztatott gZ E =figgetlen i gl fugg

()

A szadmitds sordn a szabadsagi fokok szama igy a szarmaztatott szabadsagi fokok szamaval
csokkenthetd. A redukélt témeg- és merevségmatrix TT -K-T és TT-M - T alakot vesz fél, a

1=

megoldandd egyenletrendszer pedig a kdvetkez6:

(IT-K-E—(UZ -ET ‘g'g)gfﬁggetlen =£T'f

A matrixok meghatarozasahoz az egyes hurokra jellemzd hosszegységre esé tomegekbdl és
az elsd sajatfrekvencidkbdl szamitottam feszitGerdt. A slir(iségre a www.noyceguitars.com internetes
oldalan feltlintetett tipikus értékeket feltételeztem. A 3. tablazat mutatja a hdrok alapfrekvenciajat
(f1), stirGiségét (u), a feszitGerdt (T') és a transzverzalis hulldm terjedési sebességét (c).
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3. tablazat: A gitarhuarok alapfrekvenciaja, hosszegységre es6 tomege, feszitGereje és a hullimok terjedési sebessége

Har f1[Hz] M [%9] T [N] c [?]
E 82,4 6,79 -1073 77,9 107,1
A 110 4,47 -1073 91,3 143

D 146,8 2,33-1073 84,9 190,8
G 196 1,14-1073 74 254,8
H 246,9 0,71-1073 72,9 320,9
e 329,6 0,41-1073 73,6 428,5

A hurlab modellezésénél 15 cmx1 cmx4 cm méretd, hasab alakud, rozsafa rudat feltételeztem,

melynek Young-modulusa E = 1,6 - 10° %, strlisége p = 850 %.

Ez a modell a frekvenciatartomdanyban dolgozik, igy csak harmonikus gerjesztésre adott
valasza vizsgalhato.

A 27. dbra példaul a csatolt hurok valaszat (pontosabban annak egyik szélsé helyzetét)
mutatja a hely fliggvényében, ha a G hur nyolcadanal elhelyezked6 pontjat 1 kHz-cel oszcillalo
kitérit6 erbvel gerjesztjik. A G hdr rezgése a csatolason keresztlil atadddik a tébbi hurnak is, melyek
szintén kényszerrezgésbe kezdenek. Ezek frekvencidja szintén 1kHz. Az egyes hurok
kényszerrezgésének hulldmhosszai a kiilonb6z6 terjedési sebességek miatt térnek el.

27. abra: A frekvenciatartomany-beli csatolt végeselem-hurmodell valasza harmonikus gerjesztésre

0.4

06
X [m]

A fizikai varakozasoknak megfelel6 az eredmény, de ehhez hasonld periodikus gerjesztés
hangszerekben nem szokott megjelenni.

Jelen vizsgalat szempontjabdl harmonikus gerjesztések megaddsa nem el6nyds. A lassan
megpengetett, majd elengedett hur kezdetiérték-problémat jelent. Emiatt attérek az
id6tartomanybeli leirasra. Ez a véges differencia modell kényelmi elényeivel jar, dm a végeselem-
madszer matrixaival szamol. Az id6tartomanyban a hurelemek csomodpontjainak kitérése és
sebessége, valamint a rddelemek csomdpontjainak kitérése, szogelforduldsa, illetve sebessége és
szogsebessége szamithatd ki. A hibrid modell hatralép6 Euler-formulat alkalmazva stabilitasat is
megoérzi.
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5.2. Allapotvaltozés leiras az idétartomanyban

A rezg6rendszerek viselkedését altaldban le lehet irni az ME + RE + K& = f egyenlettel.
Mivel § = v, ez az egyenlet 4tirhatd a kovetkezd forméba:

Mv+Rv+KE=f

Itt M a tomeg, K a merevség, R pedig egy csillapitd ellendllds. Vezessik be az x = (i)

allapotvaltozot. Az el6z6 két egyenlet alkotta rendszert ekkor matrixos alakba lehet irni.

) =Laie sl O+ ()

A mar emlitett hatralép6 Euler-formula a derivaltakat a jelenlegi és az el6z6 id6éponthoz
tartozd értékek kilonbségével definidlja. A most kovetkez6 levezetés megmutatja, miként lehet az
implicit alakot megoldani.

&k — k-1 . Vg — Vk-1

W= TR

()2 = Lot ol (9)+ ()
(il,i) B (3,:) - [—At -(3\/1—11( —At -Alf/l‘lR] (E};) * (Ato- f)
(e mee aearanl (5 = () + (ac' )

@;) ={r+ [At : 181-11< At -_161511%]}_1 ' <(ii:1) * (Ato- f))

Altaldban a végeselem-modellekben a csillapitdsmatrix (damping) nem ismert. Becslésére
tobb moddszer all rendelkezésre. A tobbi paraméter pontos ismeretében meg lehetne hatdrozni
méréssel, ezek hianyaban azonban becslésekre kell hagyatkoznunk. A kozelitések altaldban a
meglévé matrixok sajatértékeit és sajatvektorait vagy az ismert valaszspektrumot veszik szamitasba
[37]. Egyszer(bb azonban a kdvetkezs becsléssel élni [38]:

R =aM + BK

Az a és f paraméterek megvalasztasa problémafiiggd, de R altalaban sokkal kisebb elemeket
tartalmaz, mint a tdmegmatrix és a merevségmatrix. Gitarhur esetén a légellenallas viszkdzus jelleg,
vagyis a sebességgel aranyos csillapitdst okoz, és a tdmegmatrixhoz hasonlé alakot vesz fel. Ha nem
szamolunk a leveg6 kozegellendllasaval, a hur rezgése akkor is lecseng, ugyanis energiaja egy id6 utdn
atadddik példaul héenergia formajaban. Ekkor R inkabb merevségmatrix-jellegl [39].

R=10"10 [mN—]fg] - K valasztdsra, idedlis hudrokra kapott eredményt mutatja a 28. abra. A

grafikon a 27. dbra szinezését koveti. Minden hurnal latszik az abrdan a kitérés maximuma és
minimuma, tehat a fliggvények az alléhullamok abrazolasandl megszokott elrendezést kovetik. A
megpenditett hur hulldmalakja a csillapitds miatt a masik szélsGérték (minimum) elérésének idejére
mar ,,eltompul”. A tébbi hdr kis amplitiddju rezgésekbe kezd.
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28. abra: Az idGtartomany-beli csatolt végeselem-hirmodell hullamalakjanak szélsé kitérései megpengetés utan

0005 4

-0.005 =4

0.4

0.6
x [m]

A 29. dbra az idedlis, megpengetett hur csillapitott rezgésének vizesés-gorbéjét mutatja. A
rezgés kezdeti értéke a megpendités jele. A rezgés csucsa hamar ,elkenédik”, illetve amplitudéja is
lathatéan csokken. A csatolas a tobbi hurt is rezgésbe hozza, a 30. dbra példaul a megpengetett G hur
mellett 1évé H har vizesés-gorbéjét szemlélteti. A kezdeti érték itt nulla. A rezgés amplitiddja kozel
egy nagysagrenddel kisebb, mint a megpenditett huré. Lathatd, hogy a hudrlabhoz rogzitett hurvég
azzal egyiitt rezegni tud, a masik azonban a befogasi kényszer miatt & = 0 pozicibban marad. A
csillapitas itt is jelentkezik.
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29. abra: Csillapitott, idealis hur vizesés-gérbéje megpengetés utan
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30. abra: A megpengetettel csatolasban Iévé htr vizesés-gérbéje
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3. Inhomogén harok az allapotvaltozés végeselem-modellben

A hdrok inhomogenitasa hasonld mddon kezelhetd, mint a véges differencia modellben. Az
adott statisztikai jellemz6kbdSl Cholesky-dekompozicio segitségével lehet anyagparamétereket
elGallitani. A kiUlonbség az, hogy ebben az esetben a hosszegységre es6 tdmeg a sztochasztikus
folyamat, mert a végeselem-modell u-bél szarmaztatja matrixait, nem a rezgés terjedési
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sebességébdl. A statisztikai jellemz6k ugyanazok, mint a véges differencia modellnél (varhato érték,
sz0ras, korrelacids hossz).

Az egyes hurok maximalis kitérése lathaté a 31. abra grafikonjan. A szinezés az eddig
megszokottal egyezik. A G hdron megfigyelhet6 a hullamalak torzulasa az inhomogenitasok miatt (a
tobbi hdron kicsi a rezgés amplituddja ahhoz, hogy ez latszédjék).

31. abra: Az inhomogén csatolt hurok maximalis kitérése a G-hur megpenditése utan

€ (x) [m]

X [m]

08 O

A megpengetett, |égellendllassal csillapitott hiron az inhomogenitas hatasa elsimul, ezért a
32. abra vizesés-gorbéje a pengetés utan létrejové kis iddszeletet felnagyitva mutatja. Ezen lathato
még az inhomogenitds miatt megjelend szabalytalan ingadozds, azonban ez sokkal kisebb mértékd,
mint az egyszerlbb (nagyobb elhanyagoldsokkal é16) véges differencia modellben kapott
eredménynél.

A 33. dbra a megpenditettel csatolasban Iév6, szintén inhomogén (H) hur vizesés-gorbéje.
Ezen a grafikonon a hulldmalak torzuldsa egyaltalan nem figyelheté meg, talan a lefuté hullamalak
sima jellege miatt. A végeselem-modell 6sszetettebb implementacidja miatt egyszerre csak egy
realizaciot tudtam vizsgdlni, ezért ehhez kvantilis-dbra nem késziilt.

5.4. A hibrid végeselem-maddszer attekintése

Az dllapotvaltozds leirdasra azért kellett attérni, mert a megpendités nem irhato le
harmonikus gerjesztésként. Az idGtartomanyi végeselem-mddszerben hatralépd Euler-formulaval
biztositottam a stabilitast (természetesen a modell szdmitasanak egyéb madjai is vannak).

A szimuldlt eredmények a 2. fejezetben ismertetett idedlis hur mozgasanak plauzibilis
altalanositasai lehetnek, és a véges differencia modellben kapott jelalakokhoz is hasonlitanak (azzal a
kiilonbséggel, hogy FDM-ben tdbb hir 6sszecsatolasat nem sikeriilt megvaldsitani). A légellenallas
figyelembe vétele ugyan durva kozelitéssel tértént, de a csillapitas jellege megfelel az el6zetes
tapasztalatoknak. A csatoldsok a frekvenciatartomdanyban és az idétartomanyban is kirajzolodtak a
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hurok kozott. ElGbbi esetben nem csak az er8hatasnak kitett, de a vele csatolt hurok is
kényszerrezgésbe kezdtek a kényszereré frekvenciajan, utdbbi esetben pedig minden hdron lecsengé
hulldmalak jelent meg az idedlisan lassu megpendités hatasara.

32. abra: A megpenditett inhomogén hur vizesés-gorbéje az id6tengely elsé szakaszara nagyitva. A hurt a légellenallas
csillapitja
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6. Osszefoglalas

Vizsgalatom célja a hangszerek hur-hurlab csatoldsdanak elemzése volt, a homogén és
inhomogén hurok kilonbségeinek feltarasaval. A csatolast és az elemek modellezését
tobbféleképpen is megvaldsitottam, majd a kapott eredményeket egymdshoz és az el6zetes
feltételezésekhez hasonlitva értékeltem.

A dolgozatban el6sz6r az egyedili hir hdrldbhoz kotott egyszerlsitett rendszerét
valdsitottam meg véges differencia mddszerrel. A modell a rendszerre illesztett pontracson kozeliti a
kitérés-hely-id6 fuggvényt. A hurlabat egy rugd-ellendllas tag helyettesiti. Ezt el6szor teljesen merev
rogzitést modellezve teszteltem; az igy kapott eredmények az idealis, mereven rogzitett hirra
vonatkozd a priori feltételezésekkel j6 egyezést mutattak. Ezutan a hurt ténylegesen ellenallast és
rugot tartalmazo elemmel rogzitettem. Ez az egyszer( modell csak egy csillapitd tag vizsgdlatara volt
alkalmas, a tobbi hur és a hurlab bevitele tulzottan elbonyolitotta volna a szamitast.

A végeselem-modellben a hurt és a harlabat is kis darabokra osztva sok szabadsagi foku
rendszert irtam le, melyben egy homogén, idedlis rad jelképezte a hurlabat. A rdd adott poziciéju
elemeinek kitérése a hurvégek kitéréséhez csatolt, a hurlab végei és a hurok masik (nem csatolt) vége
mereven rogzitett volt. A végeselem-modellbe mar a légellenallast is be lehetett vinni.

A frekvenciatartomdanyban harmonikus gerjeszt6 erét alkalmazva megvizsgaltam a FEM
m(ikodését. A szimulacid eredménye kényszerrezgés lett minden hdron, ez a csatolas feltételeinek
megfelel.

Az id6tartomany-beli vizsgalathoz attértem allapotvaltozés leirdsra, ahol a rendszer allapota
az elemek kitérése és sebessége. A szimulaciot hibrid végeselem-véges differencia maddszerrel
végeztem, mely az addig kiszamitott paraméterekbdl és megvaldsitott eljarasokkal dolgozott. A hdrok
egyikik megpenditése utan rezgésbe jottek, mely rezgés a csillapitasnak kdszonhet6en elhalt. Ez a
csillapitdsi modell pontosabb, mint a véges differenciakndl kapott, hiszen utébbi csak a hidrok végein
fejtette ki hatasat.

Az inhomogén hdr anyagparamétereit sztochasztikus folyamattal jellemeztem. A Monte
Carlo-szimulacié eredményében az FDM modellben jol megfigyelhet6 volt a hulldmalak torzulasa a
nem egyenletes tomegeloszlds miatt. A FEM-ben az egyéb rdhatdsok miatt a torzulds kevésbé volt
nyilvanvalé, de hatdsa latszott.

A tovabbi Iépések kozé tartozik a sztochasztikus folyamatok szamitasanak fejlesztése: a hibrid
végeselem-modellben még megvaldsitdsra var a realizaciok FDM-hez hasonld egylttes kezelése.
Ehhez a program adatstrukturait kell atszervezni.

A megvaldsitott modellek a gitartest rezonatoraiban kialakuld rezgésekrél nem szolgaltatnak
informdcidt, csak a hurokon és a hurlabakon kialakuld kitérést (és az FEM-ben a sebességet is)
szimulaljak numerikusan. Ebbdl az 1. fejezetben bemutatott 6sszetett haldzat (2. dbra) gerjesztGereje
szamithatd. Az itt megvaldsitott rendszer bdévithet6 a hdaldzat tobbi elemével, példaul a gitartest
(rezg6tet6 - hatlap - kava) végeselem-modelljével.

< sz

hulldmalakokkal példaul a hurlabat terhel6 er6 mérésével, vagy kozvetlenlil a hdr mozgdsanak
Doppler-effektuson alapulé lézeres mérésével is meg lehetne hatarozni.
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