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Absztrakt

A dolgozatom elkészitésének {6 motivacidja az volt, hogy két, szamomra kedves
tudomanyteriletet egyesitsek, mégpedig a zenét a fizikaval. A talalkozasuk apropdjan
egy vonos hangszer, a cselld fizikai modellezésével foglalkoztam. Tobb korébbi
publikaci6 ramutat arra, hogy bar a fizika, ami leirja a von6s hangszerek hangkeltéseét,
mar régen, nagyjabol szaz éve teljes mértékben rendelkezésiinkre all, mégsem értiink még
minden jelenséget és folyamatot, ami hozza kapcsolddik. A munkdm sordn a
szakirodalom segitségével kerestem a valaszt arra, hogy miként lehet fizikai modellt
szamitogépes kornyezetben agy feldllitani, hogy annak eredményeként egy cselld

val6saghti hangjat kapjuk.

A megvaldsitott szimulacioés hurmodellben a hulldmok gy tudnak terjedni, akarcsak egy
valddi hurban. A waveguide modellben igyekeztem szamos olyan tényez6t szamitasba
venni, amik a kialakuld rezgésekre, ezaltal a hangra is befolyassal birnak. llyenek a
kialakulo transzverzalis és torzidés hullamok, ezek visszaver6dése a hurldbon és a
nyakrésznél, a vono altal kifejtett hatas és az inharmonicitas is. A hangszertestben
kialakuld rezgéseket is részletesen megvizsgaltam, azzal a céllal, hogy meg lehessen
hatdrozni a mechanikai mddusokat és ezeknek a hatdsait a hurra. A harral valo
kolcsonhatasban a fedlap és a hdarlab jatszik a legnagyobb szerepet, a legnagyobb
hangsulyt ezekre fektettem. A hangszertest modellezése kihivasokkal jart, példaul a fa
természetébdl fakaddan bonyolult anyag, amit ortotrdép anyagtulajdonsdgokkal lehet
legjobb kozelitésként modellezni. Masfel6l a hurlabat a fedlappal és a test tobbi részével
0ssze kellett kapcsolni, hogy aztan a harra gyakorolt hatast a megfelel6 mddon lehessen

megvaldsitani.

A modellt 1épcsdzetesen épitettem fel, az egyszerli fel6l haladtam az egyre Osszetettebb
felé, a dolgozat felépitése is ezt a logikai vezérfonalat kdveti. Az ideélis harral kezdtem
a szimulaciot, amiben csak transzverzalis iranya hullamok terjedtek. Ehhez fokozatosan
hozzaadodott a frekvenciafiiggd csillapitds, a vono hurral torténd kolcsonhatésa, a torzids
hullamok, az inharmonicitas és végll a fedlap rezgései. A digitalis modellben mindegyik

hatast valamilyen sz{ir6 vagy sziirébank reprezentalja.



A szimul&ci6 sorén a haron kialakuld hullamformak a szakirodalomban dokumentalt
mérési eredményekkel teljes mértékben Osszeegyeztethetdek voltak, azonban a
hangszertest modusainak sajatfrekvenciai sok paraméter finomhangoldsa utan is
magasabbnak adddtak, mint a mért értékek. Végso 1épésben a hanglesugarzas témajaval

foglalkoztam, mely lehetdséget biztosit a modell eredményeinek szubjektiv értékelésére

is.



Abstract

The main motivation of writing my thesis was to combine two, very captivating
topics, namely music with physics. Merging these two fields of science, | have chosen to
deal with the physical modeling of a bowed instrument, the cello. Numerous publications
point out that despite the physics describing the sound making process of bowing
instruments has been at our disposal for a hundred years or so, we do not yet understand
all the phenomena and processes associated with it. In the course of my work I revisited

the topic of computer-based physical modeling whose outcome is a realistic cello sound.

In the implemented string model waves can propagate the same way as they would in a
real string. In the digital waveguide | aimed to take numerous factors into consideration,
which have an effect on the evolving waves, and hence, on the sound as well. Among the
various effects there are the transversal and torsional waves, their reflections from the nut
and the bridge, the effect of the bow and the inharmonicity of the string. | analyzed the
vibrations in the body of the instrument in detail, with the aim of determining the
mechanical modes and their impact on the string. The interaction between the string and
the body mainly takes place at the bridge and the top plate, therefore I focused on these
elements. Modeling the instrument body involved many challenges, such as handling the
intrinsic nature of wood, which can be modeled with orthotropic material properties as
the best approximation. In addition, the top plate (and the rest of the body) needed to be

coupled to the bridge, so their effect on the string could be realized properly.

| set up the model step by step, beginning with the simplest setup and moving towards
the more advanced arrangements. The structure of my thesis follows the same guideline
throughout. | started the simulation with the ideal string, in which only transversal waves
propagated. Frequency-dependent damping, string-bow interaction, torsional waves,
inharmonicity and finally the modes of the top plate were added to the model gradually.
Every physical effect is represented with a filter or filter bank in the digital

implementation.

The simulated waveforms are in agreement with the ones found in literature. Only the
natural frequencies of the body modes were higher compared to the measured values even
after fine tuning the parameters. In the final chapter the topic of sound radiation is

addressed, which provides allows for the subjective evaluation of the results of the model.



1. Bevezetés

A zene nagyon fontos az emberek életében, sokaknak megnyugodni segit, masok
szivesen latogatnak koncerteket és vannak, aki zenélnek. Zeneiskolasként kezdve a
tanulmanyaimat mindig lenyligdztek a kiilonb6z6 hangszerek, a legjobban a vonos és a
rézfivos hangszerek hangja tetszett. Ekkor ugyan még eszembe sem jutott, hogy ezek a
hangszerek miként képesek hangot kelteni, egyaltalan nem voltam tisztdban a mogottes
fizikai folyamatokkal. Jonéhany évvel késObb eljutottam oda, hogy mar nemcsak a
hallgathaté zene érdekelt, hanem az is, aminek a segitségével ezt létre lehet hozni. A
dolgozatom soran a célom az volt, hogy hangszer nélkiil minél inkébb val6ésaghti hangot

tudjak eldallitani szamitogépes szimulacio segitségével.

A fizikai modellezés még a mai modern korban, sokkal tébb tudas birtokaban sem
konnyt. A mérnoki gyakorlatban a modellezés soran mindig elhanyagolasokkal élink,
mert egyszerien nem tudunk mindent szamitdsba venni. A folyamatot szépen
folyamatosan, az alapokt6l kezdve épitjiik fel, kezdve attdl, hogy mindent ideélisnak
tételeziink fel, amirdl tudjuk, hogy a valdsdgot nem tiikrozi hiven. Ezek utan, 1épésrol
Iépésre ,,adjuk hozza a valdsdg egy szeletét”, vagyis vesziink figyelembe nem idedlis

jellemzoket.

A téméval sokan foglalkoztak mar, egészen a korai 19. szazadtol kezdve. Helmholtz az
els6k kozott volt, akiket foglalkoztatott a téma, késébb sok kutatd osztozott
Kivancsisagaban. A 20. szazad végére annyira sok kiillonb6z6 tudomanyos cikk
keletkezett a témaban, hogy Carleen M. Hutchins Ggy dontott, rendszerezi ezeket. Kiadta
a 20 év alatt 6sszegyiijtott, kiilonbozo folydiratokban megjelent cikkeket Research Papers
in Violin Acoustics [1] néven 1997-ben. A témak kdzott szerepelnek a test rezgései, a
vond viselkedése, a hanglesugarzas, és még szamos fizikai jelenség, amit a dolgozatom

keretein belul vizsgalok.

Lothar Cremer egy egész kotetet szentelt Physik der Geige [3] cimmel a hegediinek. Bar
majdnem 40 évvel ezeldtt irddott, a témaban nagyon Gjszerli megkdzelités azota sem
alakult ki. Egyes szerzOk a zenélés kozben kialakulo jatékstilusokra fektetnek nagyobb
hangsulyt, ilyen Charlotte Desvages, akinek doktori disszertacidja [2] irddott erre
épitkezve. Azt gondolnank, hogy ennyi év alatt mar mindenre fény derilt, amit a vonos

hangszerek hangkeltésével kapcsolatban tudni érdemes, de a mai napig kutatnak bizonyos



fizikai jelenségeket, tobbek kozt a farkashangot, amirdl egy cikk nemrég [4] francia

szerzOk tollabol jelent meg.

A vonasi folyamat a masik, maig sem teljesen tisztazodott jelenség. A legelsé hangszerek
készitéi még ezekkel a fizikai folyamatokkal egyaltalan nem (legalabbis a mai
értelemben) voltak tisztaban, mégis olyan darabok kerlltek ki a kezeik koziil, amik a mai
természetesen ez is izgatja, hogy mik azok a jellegzetességek, amik ezeket a hangzasbeli

kilonbségeket létrehozzak.

A dolgozatom sorén én a legnagyobb figyelmet a hlrnak és a hangszertestnek szenteltem.
A folyamat soran igyekeztem logikusan épitkezni, egy folyamatos gondolatmenetet
kovetni. A téméra hangolodas érdekében a vonds hangszerek bemutatdsaval, mitkddésiik
leirdsdval kezdtem. Ezutan attértem a harra, amire majd az egész modell épilni fog,
hiszen minden egyes fizikai jelenséget a harra hatva vettem figyelembe. Ezutan
kovetkezett az elmélet &tlltetése gyakorlatba, amikor a waveguide modellt a
szimulacidval egyutt felallitottam. Zarasként a lesugarzott hanggal foglalkoztam, ami

lehetdséget biztosit a szubjektiv értékelésre.



2. A csello részei

A csell6, mas néven gordonka vagy violoncsell6 hiros hangszer, a hegedifélék
csaladjaba tartozik, azon beliil egy kézepes méretli hangszer. A hangterjedelme nagy, also
két hurjanak hangolésa rendre C és G, a felsé kett6é d és a hangmagassagu. Ez pontosan
egy oktadvval alacsonyabb a bracsa, és egy duodecimaval a hegedi hdrjainak
frekvenciajanal.

A csellot a késéi reneszansz-korai barokk korban kezdték el hasznalni, Olaszorszaghol
indult el, nemsokara egész Eurdpaban népszerli hangszerré valt. Kezdetben a formaja, a
méretei és a részei Kissé eltéréek voltak, mint ma, jobban hasonlitott egy ,,felnagyitott

hegediih6z”.

oldallap

lélekfa

hdtlap

1. 4bra. A csell0 részei.



Az 1. dbran lathato csell6 teste harom fobb részbdl all: a fedlapbol, ami puhafabol, illetve
az oldalbordabol és a hatlapbol, amik keményfabdl készilnek. A fed- és hatlap altaldban
nem egy teljes darabbdl, hanem egy-egy, a cselld6 hossztengelyében 6sszeragasztott
falapbdl all. A csellé harjai a hartartorol elindulva a harlabon és a gliffen atvezetve
¢érkeznek el a hangszer fejéig, ahol a feszitderd nagysagat a hangolokulcsokkal lehet

allitani, igy pontosan behangolva a hangszert.

A harlab nagyon fontos szerepet télt be, hiszen ez kapcsolja 6ssze a testet a hdrokkal, a
vond altal gerjesztett rezgések ezen keresztll tovabbitodnak a fedlapra, ahonnan majd
hangot tudnak kelteni a hangnyomés megvéltoztatasaval. A jatékos a fogdlapon
kiilonb6z6 poziciokban lefogva a hurokat tud kiillonbozé hangmagassagot elérni jatéka
kdzben. A tamasztolab szerepe is nagyon fontos ahhoz, hogy a jatékos magassagahoz
lehessen allitani a csell6t, igy konnyedén tudjon rajta jatszani, a combjain tAmasztva meg

a hangszert.

A fed- és hatlapot Osszeragasztjak, az also és fels6 részen talalhato egy-egy megerdsitett
hely: az egyikbe a nyakat, masikba a tdmasztolabat rogzitik. A két fél kozotti ,,tavtartd™
szerepét a lélekfa jatssza, ami nem szimmetrikus elhelyezkedésii, helyzete azonban
valtoztathat6. Az elhelyezésenek oka az, hogy a vonoé a hurt a fedlap sikjaval majdnem
teljesen parhuzamosan gerjeszti, igy a hurlab labai altal a két félre kifejtett nyomoerd

majdnem teljesen egyforma és ellentétes iranyu [6].

A fedlap hosszanti sikjaba ragasztanak még egy hosszl, vékony fadarabot, ez a
basszusgerenda, funkcidja szerint tovabbitja a rezgéseket a hdrlabrél a fedlap teljes
hosszéban. A fedlap két oldalan a szimmetrikus nyilasok az f-lyukak, ezeknek elsddleges
célja az, hogy a hur altal keltett hang lesugarzasat javitsdk, a testben 1évd lreget
Helmholtz-rezonatorként hasznalva. Masodlagosan azt a szerepet toltik be, hogy a hurlab
konnyebben tud mozogni a két lyuk altal hatarolt két részen, egy ,,szigetként” foghato fel
ez aresz [5][6].

2.1 A csello hangkeltése

A csello a haros hangszerek, és azon belil is a vonos hangszerek kategdriajaba tartozik.
A jellegzetes hangjat a kifeszitett hiron végighuzott vono kelti, és a hur rezgése altal a

levegé nyomasaban keltett perturbacio. A hangszint, illetve a hanger6t is befolyasolja a



test kialakitasa. A testbe zart levegd kis frekvencidkon Helmholtz-rezonatorként
miikodik, nagyobbakon pedig a fedlap rezgése altal keltett hangnyomas lesz dominans
[8].

A csell6 azért vonos hangszer, mert a htrbol jon a hangja? Igen is meg nem is az egyszeri
valasz, de nézziuk meg, hogy miért van igy. Egy (vagy tobb) hdr 6nmagdban nem tud
hatékonyan lesugarozni hangot a kdrnyezetébe, mert az atmérdje sokkal kisebb, mint a
hangszer hangterjedelmébe esé frekvencidkhoz tartoz6 hullamhossz a levegdben, igy
egyszerien nem tud a térben megfelelé hangnyomast gerjeszteni, a kialakulo jelenséget

akusztikai révidzarnak nevezik [7].

Ahhoz, hogy az akusztikai rovidzarat kikiiszoboljék, készitettek a hirhoz egy testet, ami
képes arra, hogy nagy fellleten rezegjen. A vonéval a jatékos normalerot (tehat sikban
merdleges) fejt ki a htrra, ez a hurlabra is hat, és igy a cselld6 hossztengelyében 1évd
basszusgerendat meg tudja rezegtetni a hur. Ezen keresztiil az egész testet is (elsdsorban

a fedlapot, mert az készul puhafabol) rezgésbe hozza.

A test vonas soran kialakuld rezgésalakjait nevezzilk modusoknak. Ezek elemzésénél
azonban nem lehet olyan eredményre jutni, ami minden egyes csellora egyforman igaz
lenne. A fa egész érdekes mechanikai tulajdonsagokkal bir, ezen feltil nincsen két teljesen
egyforma fa sem a Foldon, igy két egyforma csell6 sem. A régi korok nagy
miként lehet a lehetd legjobb hangszereket késziteni. Nem 4&llt rendelkezésiikre

semmilyen modern mérémiiszer, mégis bravurosan teljesitették a feladatot.

A hangszerek mérnoki vizsgalatanal azonban felmerilhetnek egyes probléméak, mert mig
a mérnokok a fizikat vizsgaljak, mérnek, hajlamosak elfelejteni az érzést, amit csak egy
ember tud kelteni a hangszeren, igy befolydsolva a mérések veégkimenetelét. A két,
kiilonb6z6 aspektus 6sszeolvasztasabol alakul ki a pszichoakusztika, ami mind a fizikai

tulajdonsagokat, mind a hallgatosagban keltett érzeteket egyesiti [8].

2.2 A farkashang

A csellora jellemz0 érdekes jelenség a farkashang. Eléfordul az, hogy a jatékosnak nem
sikeriil eltalalnia azt a minimalis erOhatast, amit a vonoval kell kifejteni a hurra, ilyenkor

konnyen kialakul az ugynevezett farkashang. Azért nevezik igy, mert a jatszani kivant



hangmagassag alapharmonikusa ilyenkor néha-néha ,.eltiinik” és az eredmény egy

oktavval magasabb hangmagassaggal valtakozo, erbteljesen pulzald hang lesz [9].

A jelenség f6 mozgatorugdja azonban az, hogy a jatszani kivant hang alapharmonikusa
és a fedlap mértékadé modusanak sajatfrekvenciaja igen kozel esik egymashoz, és a
maodus csak nagyon gyengén csillapitott. llyenkor a hdrlab impedancidja mar nem lesz
nagyobb a hdrénal, hanem egy nagyséagrendbe fog esni, vagy pedig kisebb lesz, ami azt
eredményezi, hogy az alapharmonikus Kkialakulasanak feltétele nem teljesil. A
transzverzalis hullam a hurlabbal talalkozva vagy pont elnyelddik vagy pedig azonos
fazisban lesz a test rezgésével, tehét az energia kicserélédik koztiik, a frekvencidk kozti
Kis eltérés miatt Kialakul a lebegésnek nevezett jelenség [9]. Schelleng vélaszt adott arra
a kérdésre is, hogy miért alakul ki a farkashang a cselloknal a leggyakrabban: egyszeriien

a hurlab nagyobb mérete az, ami befolyasolja a bemend impedanciat [3].

A farkashang kialakulasat tobbféleképpen el lehet Kkeriilni. A jatékosoknak azt tanitjak,
hogy erdsebben kell nyomni a vonoét a huarra, igy kialakulnak nemlinearitasok, és
lehetdség van kilépni a kdlcsonds energiadtadds folyamatabol. Egy masik lehetséges
modszer az, hogy csillapitast visznek a rendszerbe, tehat erésen a két 1abuk k6zé szoritjak
a hangszertestet, ezzel tompitva a kialakulé6 modusok rezgését. Az utolsé megoldas nem
a jatékos ratermettségétol fiigg, hanem egy kis stulytol, amit a harlab és a hurtart6 kozotti
kis huarrészre, ami ugyanolyan erdvel van megfeszitve, mint a hosszabb rész, de a
rovidsége miatt sokkal magasabb az alapharmonikus frekvenciaja. Ez a suly olyan
anyagbol késziil, aminek nagy a belso csillapitasa, €s a megfeleld pozicidban felhelyezve

teljesen megsziintethetd vele a farkashang kialakulasanak lehetsége [9][10].



3. A hur fizikaja

3.1 Azidealis har

A hangszerek harjainak hossza éaltalaban joval (nagysagrendekkel) nagyobb, mint
keresztiranya méretiik (atmér6jiik), ezért a hiirt egydimenzios rendszerként kozelithetjik.
A hurok minden egyes hangszeren mindkét végiikon valamilyen modon régzitve vannak,
igy ezt az allapotot vessziik alapul. Ha ezt a mindkét vegén rogzitett, megfeszitett hart az
egyensulyi allapotabol egy megfeleld gerjesztéssel, pengetéssel vagy megutéssel

Kiteritjuk, akkor transzverzalis és longitudinalis hullamok alakulnak ki a hdrban [12].

A késébbiekben csak a transzverzalis hullamokkal foglalkozom, a longitudinalis
hullamokkal nem. Utdbbiak a hur tengelyének irdnyaban kialakul6 — tehat megnyulas
vagy Osszenyomas — hullamok, melyek inkdbb a zongora hdrjainal [11] jatszanak
szerepet. A transzverzalis hullamok pedig ugyanugy erre a tengelyre merdleges iranyban

alakulnak ki, mint a klasszikus fényhullamoknal.

Az idedlis hur a legalkalmasabb arra, hogy a htrban zajlodé alapvetd jelenségeket
megértsiik, ezen keresztiil szeretném felvezetni azt, hogy a kés6bbiekben mi torténik, ha
mar veszteségek keletkeznek, és a hurhoz mar hajlitomerevség is tarsul. Sz6 lesz a

frekvenciafiiggésrol is, mind a veszteségek, mind a testben kialakul6 rezgések kapcsan.

A huar attol lesz idedlis, hogy nincsen merevsége, anyagaban homogén, és veszteség
nélkali (nincsen sem kiils6, sem belsé forrasa a csillapitasnak). Ezen kikotések mellett a
hurban terjed6 transzverzalis hulldamokra a mozgasegyenlet Newton 2. torvénye alapjan

felirhato:
glx, t) + Su"(x,t) = pii(x, t), 3.1

ahol
- u(x,t) az elmozdulésfiuggvény
- g(x,t) a gerjesztés, vagyis a hurra hat6 kiilsé eréeloszlas
- § afeszitderd [N]

- u az egységnyi hosszra juté témeg [kg/m].

A hur transzverzalis iranyd elmozdulasat leird differencialegyenlet mind térben, mind
id6ben masodrendi. Idealis, gerjesztésmentes esetben g(x,t) = 0 mellett felirhato ré a

homogén egydimenzids hullamegyenlet
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’ 1 3.2
u"(x,t) = ﬁu(x, t),
ahol ¢ = \/% a hullamterjedési sebesség.
Ennek az egyenletnek a jol ismert, altalanos d’ Alembert- féle megoldésa:
u(x, t) =ut(x—ct) + u= (x + ct), 3.3

u't a pozitiv irdnyaba, u~ a negativ iranyba ¢ sebességgel haladd hullamalakot jel6li.

Ezt a megoldast fel lehet irni nemcsak az elmozdulas, hanem sebesség és eré dimenzioban
is, attol fliggden, hogy éppen melyikre van sziikség. A késObbiekben a sebesség alapli
megoldast hasznalom.

A vono, vagy pengetésnél az ujj transzverzalis iranyu er6t fejt ki a harra. Ez az er6
hullamot gerjeszt a huron, melyet sebességhullamkeént irunk fel. A gerjesztési pontban a
harra hat6 erd és az ebben a pontban vett sebesség hdnyadosaként definidljuk a hur

bemend impedancidjat, ami az anyagparaméterekbdl szamithatd, értéke félvégtelen hur
esetén Z, = /uS =§ [12]. A Z, értéket a har transzverzalis hullamimpedancidjanak
nevezzik.

Ahhoz, hogy a transzverzalis hullamok all6hullamma tudjanak atalakulni a huron, ahhoz
szlikség van visszaverddésre, legalabb a két befogott vég egyikén. Az allohullamok
sajatossaga az, hogy mind térben mind idében olyan alakot vesznek fel, ami harmonikus
fuggvények sorba fejtésével felirhatd (pengetett hurnal hdromszog profil). A folyamat
soran a két kiilonboz0 iranyban halado sebességhullamok egyes helyeken erdsitik, mashol
gyengitik egymast. Csomépont az a hely, ahol a har kitérése zérus, maximalis kitérés

esetén pedig duzzadohelyrdl beszéliink [12].
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2. abra. Mindkét végén befogott hur els6 6t modusalakja [12].

Ahhoz, hogy a hullamegyenletet egy véges hosszusagu hurra meg tudjuk oldani, sziikség
van két kezdeti, és két peremfeltételre: az wu(t = 0) kezdeti kitérésre, v(t =

0) sebessegre, illetve mindkét oldali befogésra, u(x = 0) és u(x = L)-re [12].

A szabadrezgés soran kialakulo fuggetlen deformalt alakokat nevezzik mddusoknak.
A 2. abran egyszert, az idedlis hurra jellemz6 harmonikus modusalakokat lathatunk, ahol

a mddus sorszamanak ndvekedésével egyre tobb fél szinuszhullam alakul ki.

Az n. modusalakot a

, . nmx 3.4
¥, (x) = sin(k,x) = sin——

Osszefiiggés irja le, ahol k,, a sajathullamszam. Az n. modushoz tartozo sajatfrekvencia

knc nc 3.5

=% T

3.2 A csillapitas forrasai

Egy lépessel tovabb haladva az idealis hartol, szamitasba vesszik a veszteségeket. Ezek
lehetnek kiilsd és belsd hatasokbol szarmazoak. Kiilsé hatas alatt a kozeggel (levegdvel)
torténd kolcsonhatast, vagyis strlodast értjiik. Az idealis hurnal ezt elhanyagolva olyan,
mintha a hir a mozgast 1églires térben végezné. Ekkor természetesen hang sem keletkezne
a valdsagban, mert nincsen olyan részecske, ami a keletkezd hangnyomadst tovabbitani

tudna. Vizualisan elképzelni ezt ugy lehet, hogy egy vékony levegd filmréteg korbeveszi
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a hurt, és a hurral egyiitt mozogva ez egy viszkdzus, folyadékokra jellemz6 csillapitast
okoz [2].

A csillapitas masik forrasa az anyagok belsé surlédasabol adodo veszteség. Ha idében
valtoz6 huzé igénybevételnek tesszik ki, akkor valamelyest megnyulik az anyag, majd
visszadll az eredeti hosszusagara, anélkil, hogy maradand6 alakvaltozast szenvedne. Az
anyagot alkotdé részecskék a mozgds sordn elcslsznak egyméason, és ez a

veszteség/csillapitas disszipalodik hé formajaban [2].

Magat a csillapitast veszteségkent lehet elképzelni, mert ha ez nem lenne, akkor a
nyugalomban 1évé hur ebbdl a helyzetébdl kitéritve az idok végezetéig rezegne. A
csillapitas nemcsak a levegébdl és a hur belsd surlodasbol szarmazik, amit befolyasolni
nem igazan tudunk, hanem az ujjunkkal szandékosan bevihetink csillapitast a rendszerbe,
ha nem célunk egy hangot hosszan kitartani. Ugyanilyen csillapitas 1ép fel akkor is, ha

egy hdron véltoztatunk az ujjunkkal a megszolalé hang magassagan [5].
A csillapitassal kiegészitve a 3.1-es mozgasegyenletet
glx, t) — Cu(x, t) + Su"(x, t) = pii(x, t), 3.6

ahol C a viszkozus, a har és levegd kolcsonhatasabol, és anyag belsejében kialakuld
viszkozus csillapitasbol szarmazik. Az ujjal a rendszerbe bevitt csillapitas

figyelembevételére nem a hullamegyenletben, hanem a lezarasoknal van lehet6ség [12].
A har csillapitasanak jellemzésére jol lehet hasznalnia Q = i [10] josagi tényezot.

Ezt a mérészamot a kiilonb6zé modusokhoz definidljuk. A bevezetésének oka az, hogy
mérés Utjan ez az értéek konnyebben meghatarozhatd, mint maga a csillapitas. Kétféle

megkdzelités szerint lehet csoportositani:

- konstans josagi tényez0: kellden alacsony frekvencidkra végtelenhez kozelit az
értéke, mas frekvencidkon pedig ~1/n, ahol n a hurban kialakul6 mddusok
szama. Torzioés hullamok (lasd késébb, a 3.4 fejezetben) esetében ezt a

megkdzelitést alkalmazzuk.

- frekvenciafiiggd josagi tényezd: az amplitidocsokkenést a levegdvel torténd
kolcsonhatas (1égellenallas), az ujjal vald lefogas (a testiink ,,lengéscsillapitoként”
miikddik), és a har meghajldsa okozza. Alacsony frekvencidkon a csillapitas nagy

részét nem a hdr, hanem a hangszertest rezgése okozza, ha ezt a rezgést kivennénk
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a rendszerbdl, tigy joval nagyobb josagi tényez6t kapnank. Transzverzalis

hulldmok terjedésekor alkalmazzuk.

3.3 A merev hdr inharmonicitasa

Még egyet Iépve a komplexebb hirmodell felé, szamitasba jon a har hajlitbmerevsége is.
Ha meghajlitjuk a hart, akkor az valamekkora ellenallast fog tanusitani ezzel szemben,
egy valadi hart nem lehet Ugy kezelni, mint egy szal cérnat. A hajlitast szemléletesen gy
lehet elképzelni, hogy mikozben a har hajlik, a hajlitas ive mentén kiilsé oldala
megnyulik, mig a belsd Osszenyomodik. Az Euler—Bernoulli-tétel szerint azonban a

tengelyvonal véltozatlan hossz(sagu marad, ez az (gynevezett semleges szal [5].

A valosagos, véges keresztmetszetli hur esetén a hajlitd mozgéisa a transzverzalis
kitéréssel (hullamterjedéssel) egyidejlileg 1€p fel. Ennek okén a hur hajlitomerevsége a
transzverzalis hullamok terjedését is befolyasolja. A hajlitomerevség kovetkezménye a
diszperzionak nevezett jelenség, aminek értelmében a hullamterjedés sebessége

frekvenciafiiggé lesz [5].
A merev hiir mozgasegyenlete a kdvetkezOképpen alakul:
g(x, t) — EIulV (x, t) + Su"(x, t) = uii(x, t), 3.7

ahol
- EI a hajlitbmerevség,
- E aYoung-modulus [Pa],

- I a masodrend(i nyomaték [m®].

A diszperzio kovetkezménye az, hogy a felhangok frekvencidja nem esik egybe a
felharmonikusokéval, hanem eltolodik az inharmonicitasi allandéval [12] aranyos

mértekben ugy, hogy

fu = nf T3 B2, 38

ahol n a felharmonikus sorszdma, f,, a 3.5-0s egyenletben feltiintetett sajatfrekvencia. Az

inharmonicitasi allando kor keresztmetszeti hurra

5 - m3Ed* 3.9
"~ 64S12

A huros hangszerek csaladjaban legkevésbé markans szerepe a vonos hangszereknél van

az inharmonicitasnak, zenélés kdzben a har a vonas miatt gerjesztett allapotban van,
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ekkor alakulhat ki a vonos jatékra jellemz6é Helmholtz-mozgas. A periodikus mozgas
kovetkeztében az alaphang harmonikusaival egybeesé felhangok fognak keletkezni.
Szabadrezgésnel (pengetés, Utés) mindegyik mddus a sajatfrekvenciajan oszcillal, igy a

felhangok frekvenciaja eltoldédhat, nem lesz tokéletesen periodikus a mozgas [12].

3.4 Torziés hullamok

A torzios hullamok kialakulasanak oka az, hogy a vono csavarényomatékot fejt ki a hdrra,
igy a hdr nemcsak kitér, hanem csavarodik is a tengelye mentén. Ezek a torzids hullamok
nem tudnak hatékonyan csatolddni a hangszertesthez, igy csak kis részben feleldsek a
hangszer &ltal létrehozott hangért, sokkal gyorsabban csillapodnak a transzverzélis
hullamoknal. A vono-har kélcsonhatds szamitasanal pengetett har karakterisztikus
longitudinalis iranyu impedancidja kiegészil a torzios iranyd impedanciaval, a teljes
impedancia a kettd parhuzamos ereddjeként adodik. Az ehhez tartozd részletes

magyarazatot lasd a 4.4 fejezetben [10].

A torzios hullamok terjedésére is fel lehet irni egy mozgasegyenletet [12], teljesen

hasonléan a transzverzalis kitéréshez:
Ko"(x,t) — Lo (x, t) = rf(x,t), 3.10

ahol
- K atorziés merevség,
- ¢ aszogelcsavarodas,
- I apolaris masodrendli nyomatek,
- rahdrsugara,

- f agerjesztés.

A torzios hullamok terjedési sebessége nagysagrendileg 3-4-szer akkora, mint a
transzverzalis hullamokeé, a tipikus acel cselléhdr paramétereivel szamolva. A torzids

hullamterjedési sebesség [13]

Gyl 3.11

A szamlaloban G a nyirasi rugalmassagi modulus, a nevezében 6 a hosszegységre esé

tehetetlenségi nyomatek.
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3.5 Vonoé-hur kolcsonhatas és a Helmholtz-mozgas

A vonas soran kialakulo rezgés periodikus. A harban egyszerre terjed egy pozitiv
és egy negativ iranyd sebességhullam, amiknek a t6bbszori visszaverdédés utan adodo
ereddje lesz a kialakulé hullamforma. A vonds hangszereknél a jellemzden kialakulod
mozgasforma a Helmholtz-mozgés. A peridduson belil a vond csiszésa és tapadésa
valtakozik. Amikor a vono cstszik a huron, akkor eltérdé sebességgel mozog a hur és a

vond. Amikor tapad, akkor k6zos sebességgel, egyutt mozognak.

A hur mozgéséat szabad szemmel kdvetve csak annyit latunk, hogy a hdr egy ivben
leng ide-oda, a kitérés maximuma pedig a hur kdzepénél van. Ez azonban csak egy optikai
illuzio, egy stroboszkop segitségével mar lathatdva valik, hogy a két befogas kdzott, egy
(vagy tobb) V-alak halad a huron az ujj (nyak) és a hdrldb kozott (3. abra). A

legegyszerlibb esetben egy cslszas-tapadas periddusban egy ilyen alak van [3][14].

3. abra. Helmholtz-mozgas. Szaggatottal a szemmel lathato kitérés, folytonos vonallal a

Helmholtz-sarkok.

A Helmholtz-mozgés Iétrejottének sikeressége harom fontos idében valtozd bemend
paramétert6l fiigg: vondsebesség, vond-hlrlab tavolsdg (B), vonoderd. Ezeket nehéz a
jatékosnak precizen, egyidejiileg kontrollalni. Egy kicsi eltérés barmelyik paraméterben
jelentés eltérést mutathat a jatszott hang mindségét illetéen. Egyéb befolyésolo
paraméterek még a vono billentettsége, hurokra merdleges egyeneshez képesti szoge (a

fedlap sikjaban) [15].

A vond és hur kozotti kolesonhatast legjobban a vonoderd nagysagaval lehet jellemezni.
Amikor a vonot a hurra illesztjiik, és mozgatni kezdjiik, akkor a vondsz6érok az érintkezesi
pontban deformalddnak, igy normalerdt fejtenek ki a harra. Ez az erd természetesen
nemcsak a hurra fejt ki hatast, hanem a von6szdérokre is, Newton 3. torvénye értelmében.
A Helmholtz-mozgas kialakulasahoz sziikséges vonoerd nagysaga a vonasi pont és hurlab

tavolsagatol is fiigg (a kapatol tavolodva nd a vonderd) [15].
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A sUrlédast kulonféle modokon lehet modellezni. A Coulomb surlddéasi modellt
maodositasokkal lehet hasznalni, de azt figyelembe kell venni, hogy a kdlcsénhatas nem
kifejezetten linedris jellegli a normaliranya és surlodasi erd kozott, mert a sarlodasi
tényez6 értéke a vono és a hur relativ sebességkiilonbségétol fiigg. A Helmholtz-mozgas
sorén egy perioduson beliil egy tapadasi és egy csuszasi szakasz is van —amikor a V-alak
a ,,vono ala ér” akkor megcsuszik a vono a hiron, egyébként tapad [10]. A nemlinearitas

miatt a kialakul6 er6-sebesseg gorbe a 4. abran lathato alaku lesz.

’”

surlodasi er6 [N]

Vh 0 Vyvoné

a huar sebessége [m/s]

4. abra. Surlédasi gorbe.

Jol elkiilonithet6en latszik a csuszasi- illetve a tapadasi szakasz: a tapadasi a hiperbola-
szerll gorberész, az erd egészen addig n6, amig oda V-alak a ,,vono ald nem ér” majd a

csUszasi szakaszban drasztikusan lecsokken, és igy tovabb [16].

fgy, ezt a nemlinedris gerjesztéerét figyelembe véve azt lehet mondani, hogy a surlodasi
tényez0 a relativ sebességtdl fog fiiggeni, a surlodési gorbét adja a kovetkezd egyenlet

[10]

U(Vyre) = 0,4e (Phir—Pvons)/0.01 4 () 45¢ (Vhir—vvone)/01 4 () 35 3.12
ahol v,..; = Vpar — Vwone relativ sebesség [m/s].
A surlodasi er6t grafikusan is meg lehet hatarozni, a 4. dbra alapjan, az értéke igy

Fs = 2Z1ot (Wher — Vn)s 3.13
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ahol v, a vonasi pontba érkez6 és onnan kiinduld hullamok sebességének 6sszege (5.

abra), Z,,; pedig a transzverzalis és torzids hullamokbdl szdmitott impedancia Z;,; =

ZyZ ;oo . .. . . . . . .
ﬁ. A har impedancidjat azert sziikséges kétszer venni, mert a voné ket oldalan az
0 R

egyes hurszakaszok félvégtelennek tekinthetdek.

vonasi/pengetési
nyak pozicié harlab

02 01
tavolsag

5. abra. A vonasi pontba érkezé és indulé hullimok.

L. . F. , F.
Innen SZam'thatO vh = vil + viz, vol = viz + —seS voz = vil + s .
2Z¢0t 2Z¢ot

A 3.12 és 3.13-mas egyenlettel leirt gorbék metszéspontjaként hatarozhaté meg a
surlodasi erd, azonban eléfordulhat olyan eset, hogy az egyenes 3 pontot is kimetsz a
gorbébdl. Ekkor ugy kell eljarni, hogy a kdzépsé pontot semmiképpen nem vessziik
szamitasba, ugyanis az instabil megoldas. A maradék ket pontbdl pedig Ugy lehet
eldonteni, hogy melyik lesz a helyes megoldas, hogy az el6z6 iddpillanattal 6sszhangban
1évé megoldast adjon: ha cstszott el6z6leg, akkor most is cstszni fog, ha tapadt, akkor
tapadni. Osszefoglalva azt lehet mondani a tapadas-csuszas folyamatardl, hogy

hiszterézises jelenség [10].

Egy masik szemléletes diagram a Schelleng-diagram (6. abra), ami a vonder és a vond
huarlabtol valo tdvolsag kapcsolatat mutatja. Azért fontos jelentdségii, mert a minimalis és
maximalis vonderd kozott csupan egy kis tartomanyban lehet olyan er6t produkélni, hogy
létrejojjon a Helmholtz-mozgas. Fontos lesz majd a szimulaciéo soran is ennek

megfeleléen beallitani a vonasi paramétereket [10].
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Schelleng-csucs

IgFN

Helmholtz-mozgas

lgp

6. abra. Schelleng-diagram, a maximalis és minimalis vonoderdvel.

3.6 Nemidealis lezaras és egyéb hatasok

Az eddig targyalt, két végén befogott hur mindkét befogasa idealis volt, ami annyit jelent,
hogy teljesen merev, a kitérés ezekben a pontokban zérus. A csellé harjanak két vege
azonban a hurtartd és a hangoldkulcsok kdzé van kifeszitve. A hangszertest rezgése soran
ezek a ,,végek” is rezegnek, igy itt nem teljesiil az a feltétel, hogy a kitérés zérus a

rogzitési pontban.

A nemideélis lezarasnak két moédjat vesszilk szamitasba, a rugdval és a koncentralt
tdmeggel vald lezarast. A lezaras helyettesitése koncentralt rugdval Ggy torténik, hogy
egy K merevségii rugot tesziink a befogas helyére. Ez ugy viselkedik, hogyha a merevség
végtelen, akkor visszakapjuk az ideéalis lezarast, ha értéke véges, de nem elhanyagolhatd
nagysagu, akkor a hur sajatfrekvenciai alacsonyabbak lesznek, mint idealis esetben. Ha
nagyon kicsi, elhanyagolhatd mértékii, akkor egy szabadon hagyott hurvéggel ekvivalens
a lezéras [12].

Masodik esetben egy koncentralt tomeget képzellink a har egyik végére, akkor hasonlo
lesz a kialakuld helyzet, mint a rug6 esetében, a har tdmegéhez képest elhanyagolhat6
koncentralt tdmeg a szabad lezaras, végtelen nagy témeg pedig az ideélis, merev lezarast
kozeliti, a sajatfrekvenciak kissé megndvekednek. Osszefoglalva azt lehet megallapitani,

hogy a nemidealis lezaras ndvelni fogja a hur effektiv hosszat [12].

A valds lezards mindkét megoldast magaban foglalja. Bizonyos frekvenciatartomanyon

rugoval, mig masokon tdmeggel helyettesithetd a végeken a befogas.
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A dolgozat keretein beliil a hdrra gyakorolt hatdsuk szempontjabdl tobb jelenséget nem
tudtam figyelembe venni, ilyen az egyiittrezgd htirok hatésa, amik a hurlabon keresztiil
vannak 0sszekapcsolva. A vond mechanikai hatasa, tehat az, hogy véges szélességii, nem
egy ponton hat, illetve a tény, hogy a vonas soran rugalmasan deformalddnak a
vondszorok, szintén kiviil esett a dolgozat altal érintett hatdsok vizsgalatabol. A vondhoz
kapcsolodnak még egyéb surlodasi modellek, minthogy a hozz& hasznélt gyanta a
homérsekletétdl fliggden egészen mashogy tud viselkedni, és a keletkezd hangot is
befolyasolja [10]. Egyes kutatdsok kulon figyelmet szentelnek a csillapitas egyeb
forrasainak, és elosztott forméaban, a val6sagot jobban modellezve veszik figyelembe [2],

amit én 1d6 hidnyaban elhanyagoltam.
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4. Waveguide modell

A waveguide, vagyis hullamvezeté modell alapétlete az, hogy a hullamegyenlet
d’Alembert-féle megoldasabdl kiindulva vesziink egy pozitiv és egy negativ iranyban
terjedd sebességhullamot és szimulaljuk ezeknek a terjedését. A hullamvezeté maga a har
lesz, amit a fizikai paramétereibdl (hossz, feszitéerd, fajlagos tomeg) hozhatunk 1étre, és
benne a sebességhullamok az anyaganak megfelelé nagysagu hangsebességgel fognak

terjedni.

A 7. abran lathatoak a modell 0sszetevoi:

/ ~ htir belsé csillapitdsa|— diszperzid | gerjesztési ~ hir belsd csillapitdsa| | diszperzio
modusok . 1
f on
4{ tortrész-késleltetés ‘«—{ egészrész-késleltetés P <—| tortrész-késleltetés }-—{ egészrész»kés]eltetés‘

7. abra. Digital Waveguide modell.

- egeészrész-késleltetés: a hullamalak egyik pontbdl a kovetkezore vald terjedését
szolgalja

- tOrtrész-késleltetés: a hurhosszt lehet vele precizen valtoztatni

- modusok: a test rezgéseibdl szarmazo frekvenciafliggd csillapitas/erdsités

- har belsé csillapitasa: a kiilonb6z6 surlodasbol szarmazd (belso- illetve
viszkozus) veszteségek

- diszperzio: kilonbozé frekvenciak kiillonb6z6 sebességgel terjednek, ez az elem

pedig ezen fazissebességek kdzotti eltérést valdsitja meg [10].

Ebben a fejezetben a célom az, hogy ezeket az Osszetevoket részletesen kifejtsem,
megmagyardzzam az okat annak, hogy miért van sziikség rajuk, és hogyan lehet a
modellbe beépiteni ezeket. A targyalas itt is az egyszerti, idealis hartol kezdddik és tart

az egyre tObb Osszetevds, valdsaghiibb modell felé.

4.1 Idedlis har, pengetéssel

A waveguide modellt ebben a Iépéshben egyszeriien ugy kell elképzelni, hogy minden
egyes hurdarabka egy késleltetonek felel meg, hiszen igy lehet a d’Alembert-féle
hullamterjedést megvalositani. Természetesen a nyakat és a hdrlabat is figyelembe kell

venni, ahonnan az els¢ modellben tokéletesen verddtek vissza a hulldimok, majd késdbb
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frekvenciafiiggetlen csillapitast vettem figyelembe. A modell igy a kdvetkezOképpen allt

Ossze (8. &bra):

¥ (n) -1y ¥ (n-2) ¥ (1-3)
. Z-] Z-] — Z-]
y (nT,0) y (nT,3X)
v(n) yin+1) yin+2) y{n+3)
(x=0) (x=cT) (x =2cT) (x=3cT)

8. abra. Elmozdulas-alaptit waveguide modell pengetésre [14].

A szimulécié elkezdéséhez el6szor a hur fizikai paramétereit kell definialni:

S a feszitOero,

L a hdr hossza,

U az egysegnyi hosszra jut6 tomeg,

S . .
c= \/; hullamsebesség,

Z = uc ahdr hullamimpedanciaja,

majd a szimulacios paraméterek kovetkeznek:
- térlépés,
- 1d6lépés, ami a térlépés és a hullamterjedési sebesség hanyadosaként szamithato

- apengetés helye.

Elsé megkozelitésben kitérés alapi waveguide modellt hasznaltam. A pengetés helyén a
kitérés volt adott, és a kezdeti V-alakot 2 egyenes pontbeli értékeivel lehetett megadni, a
sebesség kezdetben zérus. A 9. abran lathaté egy kitérés alapl waveguide szimulacio
néhany id6élépésbeli értéke. Zolddel és kékkel rendre a pozitiv és negativ iranyba terjedd
hullamok, pirossal az ereddjiik lathato. A visszaverddés miatt csak eredOben lesz zérus a
kitérés a végpontokban, illetve jol megfigyelheté a pengetéskor keletkezd haromszog

profil, amir6l korabban, a 3.1-es fejezetben volt sz0.
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9. abra. A hur kitérése az egyes iddpillanatokban. Kékkel jeldlve a pozitiv, zolddel a negativ

iranyba haladé hullamok, pirossal az eredéjiik.

Maésodik megkdzelitésben mar nem az elmozdulast, hanem a sebességet vettem alapul.
A sebességet Ugy kell értelmezni, hogy kezdetben a Kitérés és a gyorsulas is zérus, a
sebesség pedig térben egy impulzusként, idoben egységugrasként értelmezhetd. A
pengetési pontban a sebesség v = % nagysagu, ahol F a pengetési er6, ami a penget6t
vagy az ujj hatasat t=0-ban helyettesitette [17]. Ebben az esetben a waveguide
blokkdiagramja a 10. &bra lathato alakot 6lti, mutatva a pengetési helyen bevitt erd

mértékeét.

Z-l --------- »| Z'l S z"].

Z—l ————— > Z—l

v R

Z-l - - - - Z']. Z-l - - - z—]_

10. abra. Sebesség alapti waveguide. A szaggatottan jelolt részre tetszéleges szamu késleltet6

elem helyezhetd.

A gond ezzel a megkozelitessel az, hogy az elmozdulast a sebesseg integraljakeént lehet
megkapni. Ha a hdrt sajat impedancidjaval lezartnak feltételezzilk — tehat nincsen
visszaverddés, igy végtelen hurnak tekinthetd — akkor miel6tt vagy miutan az egyes
hurdarabok sebességét kiolvasnank, és egy iddlépést eldrelépnénk, eldbbi esetben

kétszerese, mig utdbbiban zeérus lesz a Kitérése a gerjesztési pontban a hdrnak. A
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problémat kikiiszobolni ugy lehet, hogy a gerjesztéer6t két, egymas utani idélépésben,
feleakkora amplitudoval adjuk a waveguide modellhez (11. bra) [18].

» Z']. ————— > Z—l —-—(8“}—)- Z-]. Z-l - Z—l
11 » 7-1
A\ -1 227, Z Y Y
A- F—{>—— ®—>v RY
71 |«
Y
z1 Zl @z - zl!|z1

11. bra. Moédositott erébevitel.

4.2 Tortrész-késlelteto sziiro

A tortrész-késleltet6 alkalmazasat nem valos fizikai folyamatok, hanem a szimulaciéban
alkalmazott tér- és idébeli diszkretizalas indokolja. Olyan célt szolgal, hogy ne csak
diszkrét hosszusagu hart lehessen vele modellezni, mert a kivant idélépés mellett a
térlépés csak diszkrét értékili harhosszt tesz lehetdvé a szimuldcid soran. Ennek a

problémaénak a kikiiszdbolését hivatott elvégezni a tortrész-késleltetés [10].

A tortrész késleltetes megvalositasahoz a hatodfoku Farrow-sziirt valasztottam. Ez egy
IIR sziir6, aminek hatranya az, hogy a frekvenciatartomanybdl nem tudjuk inverz-Fourier
transzformalni, és igy megkapni az impulzusvalasz alapjan az egydtthatokat, valamint az,
hogy konnyen instabilld valhat. Emiatt a lehetséges sziir6t ellendrizni kell, hogy Z-
tartomanyban az 0sszes pdlusa az egységkorbe essen. Az amplitaddévalasza egységnyi a
kivant frekvenciatartomdnyon, a szlird mindentateresztd jellegli egy adott torésponti

frekvencidig, melyet a szlir6tervezés soran adhatunk meg.

Egy N-ed foku (jelen esetben N = 6), ilyen modon tervezett Farrow-szird atviteli
fliggvényében a szamlalo a nevezd tiikkorképe:

an + an 127 4+ a, 27V 4 gz 4.1

H(Z) = vt aZ T ta 2D ia 7 ahol ay = 1.

Laakso és tarsai modszerevel és az altaluk publikalt kédok segitségével tortént a

szlr6 tervezése [19].
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4.3 Csillapitasért felelos sziiré hozzaadasa

Ahhoz, hogy a modell a valésagnak megfeleld legyen, nem konstans csillapitast kell a
transzverzalis hulldmok esetében a hurlabnal/nyaknal figyelembe venni, hanem a
frekvenciafiiggést is, mivel a frekvencidk nem egyenlden, a magasabbak nagyobb, az
alacsonyabbak Kisebb mértékben csillapodnak. A veszteség ugyan nem koncentralodik
ezeken a pontokon — hanem a harban a hullam haladasa kézben keletkezik — de az egy
periodus alatt (mig a hulldm visszaér a vono ala) keletkezd veszteség nagyon kis mérték.
Emiatt meg lehet tenni azt, hogy egy pozitiv és negativ hullam esetében ezt koncentraltan
vessziik figyelembe. A valosaghti modellben a csillapitas modellezése azért is sziikséges,
mert a tul éles Helmholtz-sarkok ,.elrontjak a mozgas alakjat”, tehat a megfeleld

hullamalakokat nehezebben lehet azonositani, amikrél majd késobb esik sz6 [10].

Ezt ugy lehet megvalositani, ha egy szlirdt iktatunk be a hir egyik darabja helyett (nem
x darab késleltetéelemiink lesz az adott szakaszon). Ahhoz, hogy ezt megtegyiik, a

kovetkezo 1épéseken kell végighaladni:

1. meg kell hatarozni egy, modusonként kiilonb6z6 josagi tényezot [10]. It fogjuk

figyelembe venni azt, hogy a har nem tokéletesen hajlékony, tehat van merevsége
@)2 4.2

3
S+ (np + Z)—i) + Elng (%)2 ’

S+El(

Qn =

ahol
- @, az n. modus frekvencidjahoz tartozo josagi tényezo,
- mamodus sorszama,
- L acsillapitand6 hdrszakasz hossza,
- 7 asurlodasbol adodo csillapités,
- 14 alégellendllasbol adodo csillapitas,

- 7np a hir merevségébdl adodo csillapitas.
Ha ezt &brazolni szeretnénk, akkor a 12. abrdhoz hasonlét fogunk kapni, amir6l jol

latszik, hogy a kisebb frekvenciak kevésbé, a magasabbak pedig a hir vesztesegébol
adoddan nagy mertékben csillapodni fognak.
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1.5 :
0 20 40 60 80 100 120

modus sorszama

12. abra. Josagi tényezd.
Egyetlen modus szabadrezgésérdl tudjuk, hogy a rezgés idobeli amplitidé lecsengését
egy exponencialis gorbe burkolja,

T 4.3

ahol

- T az adott hurszakaszhoz tartoz6 befutasi i1do,
- 1= % id6allando, f,, az alapfrekvencia.
0

Ezzel az amplitidomenetet meg is hataroztuk a frekvencia fliggvényében, de ezt még
tkrozni kell a mintavételezési frekvencia felére, igy kapjuk meg a 13. abran lathato teljes

tartomanyt jellemzd gorbét.

amplitado [dB]
S
o

0 1 2 3 4 5 6
frekvencia [Hz] x10*

13. dbra. Megkivant amplitddémenet.
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2. Az amplitidomenetet a teljes frekvenciatartoményon éertelmezve el lehet végezni
egy inverz  Fourier-transzforméciét, frekvenciatartomanybo6l  attérink
idétartomanyba, igy a Kkivant amplitddomenet alapjan megkapjuk az
impulzusvélaszt. Ezt célszerien kozépre rendeziink, az érdemi tartomanyt
kozéprol kivagjuk, majd az intervallum széleit egy ablakfiiggvénnyel 0-ba
simitjuk. Az elkésziilt FIR sztir6 atviteli fiiggvénye a kovetkezd alakban lesz

felirhato:
H(Z) =by+ b Z7 '+ byZ7% + -+ by Z™" 4.4

A fokszammal tudjuk bedllitani azt, hogy a sziird hany elemet késleltessen (az adott
hdrszakaszon N fokszamu sziiré N /2 késleltetéelemnek felel meg), igy lehet majd tudni,

hogy milyen hosszu harszakaszt kell helyettesiteni.

4.4 \VonoO hozzdadasa a modellhez

Ebben a 1épésben mar nem a pengetési erd volt a gerjesztés, hanem a vonasi pontban a
vono6 idOben allando sebessége. Ezen megkozelitésben mar nem volt sziikség arra, hogy
a gerjesztési, €s az azt kovetd (pozitiv irany), illetve megel6z06 (negativ irany) pontban is
hozzaadjuk a vono altal kifejtett normalirdnyt nyomoerdt. A modell ezesetben is sebesség

alapu.

A nehézséget az jelentette, hogy amikor a surlodasi gorbét (lasd 3.5 fejezet, 4. dbra) nem
egy pontban metszette a 2Z;,, meredekségii egyenes, akkor melyik megoldast valasszuk.
Mint azt emlitettem, van egy erdminimum, ami alatt mindenképpen tapadni fog a hir a
vonohoz, ekkor a metszéspont a surlodasi gorbe (14. abra) fiiggbleges szakaszan
keletkezik, a sarlédo erd kisebb lesz, mint F,,;,. Ennek a masik oldala egy maximalisan
kialakul6 erd, amikor csak egy metszéspont van a strldodasi gorbe felszallo agan, az erd
nagyobb lesz, mint a jeldlt F,,,, biztosan csiszni fog a vond. A kettd kozotti
tartomanyban alakulhat ki tébb metszéspont, ekkor a strlodasi er6 értéke Fp,ip + F: (V)
lesz. Ebben a koztes tartomanyban a Matlab fsolve megolddjat hasznalom a ket gorbe
metszéspontjanak keresésére, mert ilyenkor az el6z6 allapot alapjan lehet meghatarozni

az aktualis allapotot.

A szamitas gyorsitasara ki lehet hasznalni a Matlab altal nyajtott lehetéségeket ugy, hogy
egy széles tartomanyon, megfelel6 felbontassal szamos metszéspontot eldre kiszamitunk,

ezeket eltaroljuk, és a hulldmterjedéskor az eltarolt értékekbdl interpolalunk.

27



0.3r
J
’-"/‘.‘T Fmax
0.2F
-~ ""/:/ F (VI'L
0.1 — e i F min V)
7o Fi(Via)
Z 0 Vh vlhl'lr Vions
{—
[
0.1F —
/
0.2r f’
_U . j 1 1 i 1 1 1 1 1 1 ]
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

v [m/s]

14. abra. Kékkel a biztos csuszasi, zélddel a biztos tapadasi tartomanyok. A szaggatott vonal

egy koztes allapotot jelol.

Az erdket, amik alapjan az 6sszehasonlitas torténik, igy lehet szadmitani:

Fnin = 2Z¢01 - min{vvon() - vh} 4.5
Fnax = UmaxFn 4.6
Ft = ZZtOt(U - vh), 47

ahol 4, = 1,2 asurlédasi gorbe legnagyobb felvett értéke. Ha a torzids hullamokra

nem vagyunk kivancsiak, akkor egyszeriien ki kell cserélni a Z;,; ertekét Z,-ra [10].

4.4.1 Eredmények

A vond hozzaadasaval eljutott oda a modellezés, hogy mar a szakirodalomban talalhato
hullamformakkal O6ssze lehetett hasonlitani a szimulacid végén, a hurlabra hatd erd
F=3S§ Z—Z idédiagramjait. Meg kell emliteni azonban, hogy ezek mindegyike egy olyan
részszimulaciobol szarmazik, amikor még csak transzverzalis hullamok terjedtek.

Ezekbdl néhany, jol azonosithatd, gyakorlatban fontosabb esetek egyike a

- Helmholtz-mozgas: egy korabbi (3.5) fejezetben targyalt, optimalis esetben
kialakulé hullamforma, ekkor képezhetd sz€p, zenei hang. Onnan felismerhetd, hogy

egy peridduson belll egyszer csuszik a vond, egyszer tapad, amit a V-alak valt ki,
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amikor odaér a vono ala (15. abra) [10]. Ha a spektrumot is brazoljuk, akkor a vono

poziciojat jol lehet Iatni g = 0,1-nél, ugyanis minden 10. felharmonikus ,,eltinik”.

- T
(a) Helmholtz motion

Bridge force (N)

0.3 —jf
Z 02k
"0

[<}] .
S 0.1
z

g O
£
041
=]
T

-0.2 - Ljp

03 E 1 L 1 L 1

1.94 1.945 1.95 1.955 1.96
1d5 [s]

15. abra. Helmholtz mozgas. Feliil a mért eredmény [10], alul a szimulacio, F,, = 0,1 N esetén.

- Double flyback (16. &bra): paratlan szamu V-alak, gyors egymasutanban koveti
egymast a hdron. A szomszédos V-alakok mindig kiilonboz6 elbjeliiek, igy ez a
sorozat tobb csuszas-tapadas kozotti alternalast eredményez. Nem feltétlen kellemes,
éles hang alakul ki, legtébbszor a jatékos hibajabol, aki rosszul inditja a vondét a hang
elején, ez eredményezi ezt a nemkivanatos hullamformat. Erdekes azonban, hogy ezt
a mozgast nem igazan lehet kikorrigalni. Ahhoz, hogy megint Helmholtz mozgas

johessen létre, meg kell allitani a vondt, majd Gjrainditani a jatszott hangot [10].
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(f) Multiple ﬂ)lfback motion

Bridge force (N)

Time (ms)
1 —
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16. abra. Double flyback, fent a mérés [10], alul a szimulacié eredménye, Fn=0.45 N esetén.

A jellegzetesen azonosithatd forméak kozott szerepel még a konstans cslszas (tul Kicsi
vonoéerd), raucous motion (til nagy vonoerd), és double slip (valamivel kisebb vonoerd,
mint a Helmholtz-mozgésnal) néven feltlintetett alakok, ezek megtekinthetéek a

Fuggelékben.

4.5 Inharmonicitas hozzaadasa a modellhez

A 3. fejezetben mar megismertiik az elméleti alapjait annak, hogy milyen az a hdr, aminek
mar merevsége is van és az hogyan befolyasolja a transzverzalis hulldmok terjedését. A
waveguide modellben a csillapitashoz hasonloan, ezt is egy megfelel sziiré formajaban
lehet a modellbe beépiteni. A szlird megtervezéséhez Vilimaki és tarsai egy Ujfajta
megkozelitést alkalmaztak. A munkéjuk alapjan szeretném ismertetni a sziirétervezéshez

vezet6 fontosabb 1épéseket [20].

Merev hdrban a magasabb frekvencidju rezgesek gyorsabban terjednek az alacsonyabb
frekvenciajiaknal, igy pulzusszerii gerjesztés esetén kialakulnak ,,el6zetes” hullamok,
amik megelézik a visszaverddési csuicsértéket, tehat hamarabb odaérnek a hurldbhoz,

mint a cslcsérték.

A diszperzié okozza a merev hdrban az inharmonicitast, ami annyit jelent, hogy az idealis

harban terjed6é hullamcstcsot a hajlitomerevség ,,elkeni”, ezaltal a felhangok harmonikus
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frekvenciaja eltolddik, inharmonikussa valik. A negyedfok( egyenlet 4 megoldéast
eredményez, a masik két megoldas a hulldmegyenlet megoldéasain Kivili, — kvazi
evaneszcens — gyorsan csillapodd hullamokat eredményez, igy ezeket csak a gerjesztés
kdzvetlen kornyezetében kell figyelembe venni [10][12][20][21].

A diszperziorelacidhoz tudni kell az egy periddus alatt keletkezd fazistolast, ezt merev
harra a [20]

f 1 4.8

<P(f)=—27'fj?0 -
o(h

Osszefligges adja meg. A csoportsebesség, ami a fazistolas frekvencia szerinti derivaltja,

a

1
v =% +3

"o @]

Osszefiiggéssel szamithatd.

A faziseltolas megvalositasara alkalmas sziir6 egy kaszkad, elsérendii és

mindentateresztd tipustl lesz, aminek megtervezésére az alabbi egyenletet kell megoldani:

o 3o ST - () -

ahol

- f; amintavételi frekvencia [Hz]

- fo ahur alapfrekvenciaja [Hz]

- A =2ny(f)/fa

- f4 atervezési frekvencia, a szlir@ alkalmazasanak felsé hatarfrekvenciaja [Hz]

- napoblusok szama

- gn a polusok frekvencidja, a keresett mennyiségek, melyek az egyenletet
megoldva adddnak.

A 4.10-es egyenletben 1évo negyedfoku egyenletet kell megoldani, ugyanis ennek az

egyenletnek a gyokei fogjak adni a sziir6nk polusait. Az, hogy mennyiszer végezzik el
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ezt a szdmitast, természetesen attol fligg, hogy mekkoranak vélasztjuk az f,; tervezési

frekvenciat, hiszen a p6lusszam

N = l|<ﬂ(fd)| + fdA||.
21

411

A megfeleldé szaml polus eldallitaisdhoz — ami ahhoz sziikséges, hogy a szliré minél
jobban tudja kozeliteni az analitikusan kiszdmolt csoportkésleltetés gorbéjet — ki kell

szamolni a §,, n. polushoz tartozd fél sdvszeélesseéget. Az

_1—1Acosé,

= 4.12
nn 1 _ /1

Osszefuiggessel az n. polushoz tartozé sugar

pn(D) =1y — 15 — 1. 4.13

A A egy simito egyutthato, aminek az értéke 0,5 és 1 kdzott valtozhat. Mindent egybevéve

tehat a csoportkésleltetés analitikusan egy polushoz

1_pn2

: 4.14
1+ p2 — 2p,cos [Zn (f + ‘?C—”>]
S

Ezzel az egyenlettel lehet Osszehasonlitani a szlrd egyiitthatéi altal kiadott

Yn =

csoportkeésleltetést, hogy megfelel-e a valdsagnak [20].

Ha a pdlusaink megvannak, ami a szerzok tapasztalata szerint a legkisebb abszolutértéki
megoldasa szokott lenni a 4.10 egyenletnek, akkor 6ssze kell parositani 6ket a komplex

konjugaltjukkal, hogy val6s masodrendii mindentateresztd sziirét kapjunk eredményiil.
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17. abra. Csoportkésleltetés. Szinessel az egyes polusokhoz tartozé els6foku tagok atvitelei

vannak jeldlve.

A 17. abran azt latjuk, hogy a csell6 D hurjanak megfelel6 tervezési adatokkal van egy
konstans eltérés a tervezett szlrd €s az analitikusan kiszamitott csoportkésleltetés kozott,
amit majd a waveguide elemszamaval (az egész késleltetok szamaval) lehet kompenzalni.
Ezt leszamitva a két gorbe majdnem a tervezesi frekvencidig szépen egyitt halad. A
fazisszogben szintén ezt a konstans eltérés észrevehetd, abban a formaban, hogy az érint6i
a gorbéknek eltéré meredekségiiek, mivel a csoportkésleltetés a faziskésésnek a

derivaltja.

A kovetkezd 1épés a szlirok megtervezeése utan az volt, hogy a waveguide modell részévé
valjon a diszperzid jelensége is, csak a transzverzalis hullamokra alkalmazva azt. A

sziirést a korabbi szlir6khoz hasonldan a Matlab filter fliggvényével lehetett megtenni.

Kilon figyelmet érdemelt az is, hogy a csoportkésleltetés nem feltétlenll egész szam,
tehat a tort reészét ki kell kompenzélni a Farrow-sziirdvel, aminek igy a tortrész

késleltetése a

Osszefiiggéssel adodik, ahol N,, a waveguide elemszdma, amit L/dx-bdl szamolunk, mar
onmagaban nem egész szam. G, az f, frekvenciéhoz tartozé csoportkésleltetés, aminek a
tortrészével természetesen korrigalni kell a Farrow-sziir6t. A sziirés befejeztével még
ellenérizni kell a kapott jelalakot (18. &bra), hogy nem tortént-e valtozas az

alapfrekvencidban, biztosan megfelelden lett-e alkalmazva a sziird.
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18. abra. A sziirés utani spektrum, pirossal a vonds, kékkel a pengetett esetben. Ahogy felfelé
haladunk a frekvenciaval, jol latszddik, hogy egyre szamottevébb az inharmonicitas a

pengetett esetben, eltolédik a felhang frekvencidja.

4.6 Torzios hullamok hozzaadasa a modellhez

A torziés hullamoknak kiilon 1étre kellett hozni egy ,,virtualis hur”-t, amiben terjedni
tudtak. Az alapelv 1ényegében ugyanaz, mint a transzverzalis hulldamoknal, ugyanugy a
vono aldl indulnak és terjednek pozitiv, illetve negativ iranyban. A két kiilonboz6
hullamforma egymastol teljesen fliggetlendl terjed a hdrban, csak a vonasi pontban
kertlnek egymassal kdlcsonhatasba. A szimulacidhoz szilkséges paramétereket a har

fizikai jellemz6ibdl lehet szamitani, sziikség van a [13]

- g torzids hullamterjedési sebességre (lasd 3.11-es egyenlet)

. S ., 0 Ik
- ésatorziés impedanciara, Z = =~ [Tg] _

r2

Ahhoz, hogy a csillapitast hozzé lehessen adni a modellhez, sziikség van egy szlirére, ami
egy ugyanolyan FIR sziirével megvaldsithato, mint a frekvenciafiiggé csillapitas, annyi
kilonbséggel, hogy a torzids hullamok csillapodéasa frekvenciafiiggetlen, igy konstans, és
joval kisebb josagi tényezovel kell szdmolni. Az eltéréd hullamterjedési sebesség miatt
egy adott hosszisagii hurnal is van jelent6sége a tortrészkésleltetésnek, ugyanakkora
1dolépés mellett eltérd térlépése lesz a két, vononal Gsszekapesolt waveguide modellnek.
A 19. abran mar lathaté egy, a vononal Osszekapcsolt, két parhuzamos waveguide

szimulacié eredménye, és a torzids hullamok hatasa a 15. abran latottakhoz képest.
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19. abra. Helmholtz-mozgas, torziés hullamokkal kiegészitett modellben.

4.7 A fedlap mint modalis lezaras

A csello hangkeltésének szempontjabdl igen jelentds szerepet tolt be a hangszertest.
A kapcsolatot kozotte és a hlrok kozétt az admittanciaval tudjuk megteremteni. A test
admittanciaja koriilbeliil egy nagysagrenddel kisebb a htirokénal, igy csak kisebb mértékii
csatolas van a harok és a test kozott. Elsérendli kozelitésben a hurlab egy csoméopontnak
vehet6 a hur modusalakjaiban. Ha nem igy lenne, és erds csatolas lenne a test és a htirok
kodzott, akkor annyira megzavarna a test a hirok médusait, hogy mar nem zenei hangot
hallanank. Az els6rendli kozelités azért hasznos, mert a testbe atvitt energiat (igy a
Kisugarzott hang intenzitasat) és a test altal a hurok rezgesére gyakorolt hatast tudja

jellemezni. Csatolast meg lehet valdsitani nemcsak egy, hanem tébb har esetén is [10].

A fedlapot az admittancidjanak meghatarozasaval lehet a hdrhoz kapcsolni, ennek a
pontos levezetését késobb fogom targyalni, most kifejezetten csak a sz{ird szempontjabol

Iényeges paramétereket foglalom dssze.

A fedlapot mint lemezt lehet a legkonnyebben modellezni, ugy, hogy egy egyszerii
mechanikai rendszerként fogjuk fel, és mddusonként egy tomeg-rugo-csillapitasbol
felépitett modellel helyettesitjik. Ezek alapjan az admittanciat meg tudjuk hatarozni, amit
a kovetkezo [17]

v = Yo F 4.16

elgondolas alapjan kapcsolok egy IIR sziird formajaban a hurhoz. A 4.16 egyenletben
szerepld v a harlabhoz érkezé és onnan kiinduld (v = v* 4+ v~) sebesség minden

id6lépésben, F a hurlabra hato6 erd, Y,,,,, a megfeleléd modushoz tartoz6 admittancia értéke.
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Mindezek figyelembevételével a lemez admittanciaja

m™ (win + j2EmnWmn@ — ©2) mmw 4.17

m=1n=1 m=1n=1

ahol

¢}Z’(’;‘y) a lemez egy pontjanak elmozdulasa, vagyis a mddusalak a P(x,y)
pontban

- w agerjesztés (har) korfrekvenciaja

- wpyy az adott modushoz tartozo sajatkorfrekvencia

- m,,, amodalis ttmeg

- &mn a csillapitasi tényezd, értéke frekvenciafliggd, ezért lesz mas értékli minden

modusban.

A késdbbiekben majd nem folytonos, hanem diszkrét id6lépést hasznalunk, ezért célszerii

bilineéris transzformacioval jo = v

-1
;_1 attérni a diszkrét frekvenciatartomanyba:

21-2Z"1

Y a1+ 77 PPy _
21-2"1 (21-271?
m=1n=1mMn <a)%m + mena)mn a1 171 — (% 1T Z_1> )

i i 2dt(1—Z )M
B M w2, dt2(1 4+ 2271 + Z72) + 48 (1 — Z72) + (4 + 4272 —8Z-1)]

m=1n=1

[y

2dt(1 - 27 )

m™ (w2, dt? + 4, Wy +4) + Z7IM™ Qw2 dt? — 8) + Z72m™ (dt2w2,, — 4&mnWmn + 4)

s

5

m=1n=1
4.18

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban a kovetkezo jeloléseket hasznalom [17]:
2dtdp(yy) = by 4.19
Myn (A2 02y + 4Empdtom, +4) = a} 4.20
Mo 2dt? w2, — 8) = a, 4.21
Myn (A2 02, — 4Emndtom, +4) = aj, 4.22

a dt valtoz6 a modellben beallitott szimulacids iddlépést jeloli.
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Ahhoz, hogy a szlirést egyszeriibben és észszerlibben meg lehessen valositani, az el6zdleg
meghatarozott admittancia szétbonthaté egy konstans és egy frekvenciafiiggd
komponensre, ezt a moddositast elvégezve a lemez rezgése az adott idélépésben jut

érvényre, nem pedig a kovetkez6ben [22] [23].

¢+ Z7t

Yin(Z) = Y K% + Y (2) = by + 271 =Nt ahol 423
2 3 .
a; as b
a, =— 424 a; =— 4.25 b, =— 4.26
a, a, a,
¢, = —b; a, 4.27 c;=—b, —b;as . 4.28

A hurlabrol visszaverddd, v~ hullam:

07 = (G ™+ Ygr) 127 (Yo @D @ = 07)) o+ (Y O™ + Vi J*]. 4.29

A 4.29-es egyenletbdl azt lathatjuk, hogy a visszavert hullam adott idélépésbeli értéke a
bemend ¢és visszaverddd hullam el6z6 idélépésbeli értékétdl, és a bemend hullam adott
id6lépésbeli  értékétdl  fog  fiiggeni, Y- @  har  hulldmadmittancija
(hullamimpedanciajanak reciproka).

A 20. abrén a sziirés blokk-diagramja lathat6 a szemléletesebb megkdzelitéshez.

YkonstZO-1

Vbe

Z! Y

(YkonstZU+1 )-1

20. abra. Admittancia szabalyzasi kor.

Osszefoglalasként, miutan szamos fizikai paramétert szamitasba vettiik, ami a kialakuld
hangra hatassal van, a Matlabban felépiilt a teljes waveguide modell. Ez a 21. abran
lathato, pontosan abban a forméban, és felépitett sziir6sorrendben, ahogy megvalosult.

Az egészrész késleltetéseket nem jeldltem kilon sem a transzverzalis sem a torzios
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hulldmok esetében sem, hiszen minden egyes kis virtudlis hurdarab egy késleltetonek
feleltethetd meg. Szeretném kiemelni, hogy a tortrész késleltetés az 0sszes hurdarabon,
mindkét terjed6 hullam esetében szerepel. Az inharmonicitas azonban csak egy helyen, a
transzverzalis har negativ irdnyba terjedé hulldmaban szerepel. Nem lett volna feltétleniil
szukséges idetenni, barmelyik transzverzalis hirrészben helyet kaphatott volna, azonban
az egész harra kifejti hatdsat, nemcsak az adott szakaszra. A csillapitasok is egy-egy
pozitiv és negativ hullamban is szerepelnek, egy adott hdrszakaszra (voné-hur vagy vono-

nyak) fejtenek ki hatast.

2
S

o3
N
S |3

-{ csillapitds - tortrész-késleltetés ——test m(’)dusai'—» e
AR — e , S ~Q o
o ‘mharmommtasHtortresz-kosleltutes|- csillapitas c -—4;_‘
> o — o — . Sa
— > -{csﬂlaplta:ﬂ tortrész-késleltetés =

v=vt [tortrész-késleltetés ~——— csillapitds - I - v':lfv*

Fayoms du  du

22, =5+

21. abra. Waveguide modell. Kékkel a transzverzalis, zolddel a torziés hullamok vannak

jeldlve.

A hatésok figyelembevételével ismét szeretném megmutatni a Helmholtz-mozgés
id6édiagramjat (22. dbra), ahol lathatd, hogy az ideélistdl eltérve mennyivel kevéshé lesz
szabalyos a kialakulé mintazat, azonban a hulldimforma ezek utan is felismerhetd, a 15.

abran latottakhoz hasonl6.

0.2

0.1

01

Hurlabra hato erd [N]
(=]

168 1.685 169 1.695 1.7
1d6 [s]

22. abra. A Helmholtz-mozgas a fejezetben targyalt hatasok figyelembevételével (piros), és

idealis esetben (kék).
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5. A test modusai és a hanglesugarzas

A cselld hangkeltésének szempontjabdl igen jelentds szerepet tolt be a
hangszertest. A 4.7-es fejezetben maéar emlitettem, hogy a hangszertestre modalis
lezarasként tekintiink, a har rogzitési pontjaban felirt admittanciaval teremtjik meg a har
és a hangszertest kozotti kapcsolatot. Egy mechanikai rendszerben az admittancia azt adja

meg, hogy a test adott erégerjesztésre milyen sebességvalaszt fog adni [10].

A hangszertestet rendkivil dsszetett geometridja miatt analitikusan modellezni nagyon
nehéz. A fedlap és a hatlap ives, nem minden helyen egyforma vastagsagu, a fedlapon ott
vannak kétoldalt a hanglyukak, a testen belll kiilonféle merevitéelemek — mar itt nagyon
sokféle rezgés alakulhat ki. Ha ehhez hozzavessziik a fogélap, hétlap és az 6sszes tobbi
alkotorész lehetséges rezgéseit, akkor latszik, hogy mennyire Osszetett feladat ez, a
rendkivil bonyolult geometria és mechanikai kapcsolatok miatt. A faanyag mechanikai
jellemzbi szintén Osszetettetek: ortotrop anyagmodellel leirhatd, tehat a rugalmassagi
modulusai és Poisson-tényez6i iranyonként eltérnek. A végeselem-modszer mar
lehetdséget ad a valos geometria leképezésére, igy a modusok elemzését ezzel a lepéssel

folytattam.

A csell6 hangkeltésében leginkabb a fedlap jatszik szerepet, mert ez késziil puhafabol
(lucfenydbdl), mig a tobbi része jellemzden keményfa, amit sokkal kisebb mértékben tud
rezgésbe hozni a hur, igy a tovabbiakban foként a fedlapot fogom vizsgalni — a rezgéseit

és réla lesugarzott hangot.

A fa organikus anyag, ami megnehezit barmiféle mérést anyagtulajdonsagokra
vonatkozdan, ugyanis minden egyes fa egyedi, nincsen két teljesen egyforma. A csell6
fedlapjanak készitésekor probalnak arra figyelni, hogy szimmetrikus legyen, tehat a fat
pontosan a kozepénél, a tengelyével parhuzamosan fiirészelik el, igy kialakul egy
tengelyes szimmetria, az évgylriik merdlegesek lesznek a fedlap sikjara. Ha nem sikeriil
ilyen paraméterrel rendelkezd vagast ejteni a fan, akkor az gy keletkez6 szeletnek
jelentdsen eltéréek lesznek a mechanikai tulajdonsdgai, példaul a csillapitasa, ami az

évgytrik szogétol fiigg [24].
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5.1 Analitikus megkézelites

A modellezésben célszerii az egyszeriitél a bonyolultabb felé haladni az admittancia
szamitasaban is. Az el6z6 fejezetben irtam arrdl, hogy a testet, mint modalis lezarast
miként célszerli egy digitalis szlir6 formajaban a modellbe épiteni. Ott nem tértem ki
részletesen a magyarazatra, csak réviden leirtam, hogy a szlir6t hogyan paraméterezziik.
Itt szeretnék ramutatni, hogy a csell6 fedlapjat miként lehet nagyon durva kozelitésben
parameéterek sz&mithatoak legyenek. A lemez rezgésalakjai két rad (x és y iranyqd)
rezgésalakjainak szorzataként allnak el6, ez a fedlap tényleges formajat nem koveti se

alakban sem gdrbiletben, a valds geometriardl késébb fog szo esni.
A rud szabadrezgése soran kialakuld kitéréseket az alabbi 6sszefiiggés jellemzi [12]:
u(x) = Asin(kx) + Bcos(kx) + Csh(kx) + Dch(kx). 5.1

A rad mindkét végén be van fogva, ott minden szabadsagfoka kotott, se elmozdulni, se

elfordulni nem tud. Ezt az allapotot a kovetkez6 peremfeltételekkel lehet leirni:

du
w(0) = 0 5.2 00 =0=24 =0 5.3
dxly—g
(L) =0 5.4 w=0= = 5.5
u(l) = . p(L) = =axl, = .

EzekbOl az egyenletekbOl és peremfeltételekb6l (5.2-5.5 egyenlet) elindulva a

modusalakokat, sajathulldmszamokat és sajatfrekvenciadkat meg lehet hatarozni
u(0) = 0 - Asin(0) + Bcos(0) + Csh(0) + Dch(0) =0 - B =—-D 5.6
@(0) = 0 - k(Acos(0) — Bsin(0) + Cch(0) + Dsh(0) =0 > A = —C. 5.7

Az 5.6 és 5.7-es egyenleteket visszahelyettesitve az 5.3 és 5.5-6s egyenletbe, majd

mindkettd egyenletet B/A-ra rendezve a kdvetkezdre jutunk:

sin(kL) — sh(kL) B cos(kL) — ch(kL) 5.8
ch(kL) — cos(kL)  sin(kL) + sh(kL)’

A nevezdkkel beszorozva, a trigonometrikus azonossagokat kihasznalva
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1 5.9

cos(kL) = chkD)

egyenléségre jutunk. Ezt megoldva, L helyére a megfelel6 radhosszakat helyettesitve, K-
ra adodik, hogy [12]:

_T 5.10
kn =7 [3.0112,5,7,9, ...].

A lemezen egy meghatarozott P(x,y) pontban a kialakul6 modusalakokat a

kovetkezOképpen tudjuk analitikusan meghatarozni

¢173n(§,y) = uxm(xf y) ) uyn(xr y)' 5.11
ahol m, n a modusokat jelolik, u, €s u, pedig a megfelelé konstansokkal és
hullamszamokkal kiszamolt elmozdulasokat.

Sziikség van azonban a sajatkorfrekvencidkra és a modalis tomegre is, elobbi a

hullamszdmok és a lemezben terjedd hangsebesség alapjan

h
R R ) 512

E. E . . , .y
aholc, = [—>—, ¢, = |—————alemezben a longitudinélis rezgések terjedési
p(1-vxvy) pP(1-vxvy)

sebességei, h a lemez vastagsaga, E a Young-modulus, v a Poisson-tényezd, utdbbiak

irdnyonként kilénboznek [17].
A modalis tdmeg
Ly Ly 5
m™" = ph f Pp(ry) dxdy. 5.13
0 0
Végul minden a rendelkezésre all ahhoz, hogy az admittanciat meg tudjuk hatarozni, és
az el6zo fejezetben lathaté mdédon a hirhoz kapcsolni a

v =Y, F 5.14

Osszefiiggés alapjan fogjuk. Szerepel benne a hurlabhoz érkezé €s onnan kiindul6 (v =
vt 4+ v7) sebességek vektora, az F hurlabra hat6 erd, oszlopvektor, és Y,,,,, a megfeleld
modushoz tartozd admittancia értéke, matrixos formaban. Ha csak egy hart vesziink,

akkor a matrix és vektor egy skalarra egyszertisodik.
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5.2 Végeselem-modszer

5.2.1 Admittancia

Az admittancia meghatarozasahoz Newton 2. torvénye alapjan felirhat6 az eréegyensuly

egy pici, homogen térfogatdarabra:

62
V'(H—F:pW' 5.15

Az egyenlet bal oldalan a o fesziiltségtenzor, és az erd, jobb oldalan az u elmozdulasmez6
kétszeres iddderivaltja, a gyorsulds €s a siirliség szorzata szerepel. Az alkalmazott aranyos

csillapitas mellett a Hooke-térvényt felirva [25]
o=C:(g+n¢), 5.16

ahol ¢ az alakvaltozasi tenzor, C a Cauchy-féle fesziltségtenzor
1
£=5 [Vu + (Tw)T]. 5.17

Az 5.15-5.17 egyenletek felhasznalasaval az u elmozdulasvektort hagyjuk meg
ismeretlennek. Ezek utan frekvenciatartomanyba attérve, a megfelelé mennyiségeket a

végeselem-modellbeli matrixaikkal helyettesitve, F erégerjesztéssel a mozgasegyenlet
—w*Mu+ joCu + Ku = F. 5.18

Az alkalmazott csillapitasi modellben a € csillapitasmatrix a K merevségmatrixszal
aranyos lesz (lasd 5.33-5.35 egyenlet). Az elmozdulast fel lehet irni a ¢p modusalakok és

q modalis koordinatak segitségével:
K¢q + jwCd — w*Meq = F. 5.19
Az 5.19-es egyenletet balrdl megszorozva ¢ -tal
¢'Kpq + jwd"Chq — w?*¢"Mpq = ¢'F. 5.20
Erre a miiveletre azért van sziikség, hogy fiiggetlenné tegyiik ezt a matrixegyenletet,

amivel a csillapitasi, merevségi matrix diagonalissa valik, a tomegmatrixbol szorzas utan

pedig az egységmatrixot kapjuk.
Ha ebbdl a matrixegyenletbdl kivesziink egy sort, akkor annak az alakja

w?q; + j2ww;éq; — wtq; = ¢;F 5.21

42



szerint alakul. Ebbdl mar meghatarozhat6 az admittancia az i. modusra, Ggy, mint a 4.17-

es egyenletben:

v uf’(x,y,Z)u{’(x:y,Z) 522

Y‘ S — l l
'F (0 4 2owié — w?)

ahol uf(x‘y ) lesz a Kitérés az adott P(x,y,z) pontban. A szimulacidban a bemend
admittanciat a 20 els6 méodus admittancidjanak szuperpozicioja adja, amit a 24. dbran
lathatunk. Meg lehet hatarozni az admittancia iranyat is, ami egy vektor lesz a vonasi

sikban (23. abra).

23. abra. A kiszamitott admittancia iranya.

1.2

o
co
T

Admittancia [m/Ns]
[==) =]
~ o

o
)
T

__d__.__:_;_:_____,. - T — = - - - I

1000 1500 2000 2500
Frekvencia [Hz]

o
o
(=]
o

24. abra. Az els6 20 médus bemend admittanciaja. Pirossal az ered6, szinessel a kiilonb6z6

modusok admittanciai.
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5.2.2 Modusok szamitasa Matlabban

A vegeselem-szimulacié lehet6séget nytjt bonyolult geometridk és anyagjellemzok

alkalmazasara is, ezért célszerii volt a moduselemzést ezzel a Iépéssel folytatni.

Ugyanugy, egy lemezmodellel kezdddott ez a folyamat is, hogy 0Ossze lehessen
hasonlitani az eredményeket az analitikusan kiszamolt értékekkel. Csak ezutan kertlt sor

a tényleges geometria vizsgalatara.

3D CAD szoftverrel elozblegesen elkészitett, szabadon felhasznalhatéd csellogeometriat
hasznaltam fel [26], amit beolvastam az Ansys Workbench-be. A hal6zas soran
torekedtem arra, hogy ne vegyek se tdl nagy, sem tul kicsi elemmeéretet, a geometriat

megfeleléen lekovetni képes elemtipusokat hasznaljak.

A fedlap 5 mm-es elemmérettel késziilt, az f-lyukak kornyékén 2 mme-esre siiritett
felosztassal, a harlabhoz pedig 1 mm-es tetraédereket hasznaltam. A finom felosztasra
azért volt sziikség, hogy kelléen pontos eredményt kapjunk akkor is, amikor a hurlab és
a fedlap k6zos moédusait vizsgaljuk. Ezek utdn a modusok szamitasahoz a kovetkezo

Iépésekre van sziikség:

1. megfeleld anyagtulajdonsagok bedllitdsa: ortotrop faanyag, a kiillonbozd
iranyokban mas — mas Poisson-tényezovel, siiriiséggel és Young-modulussal

2. atdémeg — és merevségi matrixok 6sszeallitasa

3. peremfeltételek definidlasa

4. aK¢ — w*M¢ = 0 mozgasegyenlet megoldasa.

A szimul&cié soran hasznalt lucfeny6

Young modulusa E;, = 11,8 GPa, E; = 0,51 GPa, Ex = 0,927 GPa

Poisson tényezdje v,z = 0,372, v = 0,467, vgr = 0,435, v = 0,245, vg, = 0,04,
v, = 0,025

Stirtisége p = 400 kg/m3

Nyirasi rugalmassagi modulusa G,r = 35,64 MPa, G.r = 760,32 MPa,
Grr = 724,68 MPa.
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A v0ros juhar anyagparaméterei pedig a kovetkezdek voltak:

Young modulus E;, = 12,4 GPa, E; = 0,83 GPa, E; = 1,74 GPa

Poisson tényezd v; g = 0,434, v, = 0,509, vgr = 0,762, vrg = 0,354, vg, = 0,063,
vr, = 0,044

Stirtiség p = 540 kg/m3

Nyirasi rugalmassagi modulus G,z = 1,653 GPa, G, = 1,653 GPa, Ggr = 0,92 GPa.

Az indexek az iranyokat jel6lik, L-longitudinalis, T-tangencialis, R-sugarirany. Az
altalam hasznalt koordinatarendszerben z a longitudinalis, x a sugar, és y pedig a
tangencialis iranynak felel meg. A pontos mechanikai adatok a Wood Handbook-ban [27]

vannak feltiintetve.

A lépéseket két kiilonboz6, a szimulacidhoz is felhasznélt esetben, illetve egy, csak a

sajatfrekvenciak ellendrzésére szolgald esetben végeztem el.

Elészor csak a fedlapot toltdttem be, ahol a peremfeltételeket a valdsaghoz képest az
egyszerliség kedvéért egy kicsit leegyszeriisitettem, nem a ragasztds vonalat fogtam be,
hanem a legsz¢lso, de még a fedlap alsé sikjaban 1évo vonalat. Késébb latni fogjuk, hogy
ez nem okoz annyira jelent6s eltérést, az Ansys-szal szamolt eredmények

0sszehasonlitasaval.

0200 0,400(m)
0,100 0,300

0,000

25. abra. A ragasztas vonala zdlddel, a VE modellben befogott csomdépontok piros korokkel

jeldlve.
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Osszecsatolt fedlap és hirlab esetében tobb odafigyelést igényel a mddusok szamitasa,
meg kell keresni a fedlapon azokat az elemeket, ahova a hurléb alja illeszkedik, illetve az
utobbinak az ives talpat is megfelelden le kell kdvetni, ami nem megy olyan egyszerlien,

hogy csak egy adott sikra illeszked6 csomopontokat vesziink.

A hurlab esetén normalvektorok segitségével lehet kivalasztani a megfeleld feliiletet,
azzal a feltétellel, hogy megadunk egy koordinata-intervallumot, amiben azokat a

csomopontokat fogjuk keresni, amiknek a fedlap felé mutat a normalisuk.

-0.1

P
0.2 0.92112
y

26. abra. A fedlapon és harlabon interpolalandé elemek.

A két elem mas-mas haloméretii, emiatt az illeszkedé elemeken interpolalni kell az
elmozdulasmez6t (26. abra), amire azért van sziikség, mert nagy valdsziniiséggel nem
fognak a tetraéderek sarokpontjai egymassal talalkozni, hanem egy csomopont egy mésik
haromszog belsejébe fog esni, ami végett a sikidom belsejében is ismernink kell az

elmozdulasmez6t.

A harléabra alkalmazott kényszer az, hogy a talpanak egyutt kell mozognia a fedlappal,

ugy, mintha oda lenne ragasztva hozza (persze a val6sdgban nincsen, csak a hdrok
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leszoritdereje tartja a helyén). Emiatt az illesztési pontban az elmozdulasmez6nek meg

kell egyeznie mindkét elemen.

Az elmozduldsmezot kettd, egy a hurlabhoz, egy pedig a fedlaphoz tartozo részre bontjuk

és a kényszerezett részek elmozdulasat a szabad csomopontokéval irjuk fel:

Ueredeti = (:ch) ’ 5.23

f alsoindex a fedlapot, h a harlabat jeldli.

Az egyesitett merevségmatrix

K, 0
K:[f ] 5.24

0 K,
A huarldb merevségmatrixat még szét lehet bontani kényszerezett és szabadon mozg6

részekre,

K 0 0
K=|0 Kpi1 Kpss1 5.25
0 Kpr, Kpszo

sz alsoindex a szabad, k pedig a kényszerezett csomopontokra utal.

A tdmegmatrixot ugyanigy fel lehet bontani, mint a merevségmatrixot. Ugyanezen elv

mentén haladva az elmozdulasmezdt tovabb bontva

Uy
u= (uh,k ) 5.26
uh,sz

Mindezen 1épésekre azért volt sziikség, hogy egy megfeleld transzformacids matrixszal,
¢s az eredeti elmozdulasmezd segitségével meg lehessen oldani igy a mozgasegyenletet,

hogy a hurléb alja egyutt mozogjon a fedlappal.

A transzformacios matrix

E 0
T=14A 0] 5.27
0 E

ahol E az egységmatrix, az A matrixszal pedig az interpolalast valdsitjuk meg. A
transzformacios matrix oszlopai a fedlap 0sszes csomopontjanal elmozdulasaval
(csomopontonként 3, x, y €és z iranyban) lesz egyenld, sorainal az elébbibdl ki kell vonni

a harlab megfogott csomdpontjainak elmozdulasat.
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A végeselemes szamitast a teljes testtel folytattam, a valosdghoz leginkabb hii leképzés
érdekében, ez a 1épés foként a sajatfrekvenciak ellenérzésére szolgalt. A haloméret a
véges memoria miatt itt mar nem volt nagyon finom felosztast, a nagyobb kiterjedésu
elemek (fedlap, hatlap, oldallap) 1,5 cm-es, a kisebbek (basszusgerenda, 1élekfa) 5 mm-
es tetraéderekkel készliltek. A kiilonboz6 részek anyagtulajdonsagai eltérnek abban, hogy
mas fabol vannak (oldallap, hatlap- keményfa, a tobbi rész puhafa), illetve az iranyok

(longitudindlis, tangencialis, radialis) eltéréek.

Az egyszeriiség kedvéért tablazatos formaban Osszefoglaltam azt, hogy melyik

OsszetevOnél milyen mechanikai anyagjellemzdéket alkalmaztam (1. tablazat).

. longitudinalis | radialis | tangencilis . .
csello rész - . " fa tipusa csatolas
irany irany irany

oldallap,

fedlap z X y lucfeny6 lelekfa,
basszusgerenda

hatla ; X vOros oldallap,

P y juhar lélekfa
oldallap y X z }/Sr:gf hatlap, fedlap

basszusgerenda z X y lucfeny6 fedlap
Iélekfa y X y lucfeny6 | hétlap, fedlap

1. tablazat. A csell6 Osszetevik a hozzajuk tartoz6 anyagtulajdonsagokkal.

A peremfeltételeket csak a kontaktrégiok fogjak jelenteni, tehat a fedlapnak és a hatlapnak
egyutt kell mozognia az oldallappal a ragasztads vonaldban, illetve a basszusgerenda
aljanak egyitt kell mozognia a fedlappal. A Iélekfa bar nincsen rogzitve egyik részhez
sem, ha nem kapcsoljuk hozza a rendszerhez, akkor teljesen fiiggetlen dsszetevoként fog
mozogni. Az els6 hat moédus merevtest modus lesz, mert nem adtunk meg kilén
peremfeltételt, igy a késobbi eredményeknél (2. tablazat) az 6sszehasonlithatosag

érdekében a 7. médusalakot tintetem fel elsdként.

Az interpoléalas hasonlé gondolatmenet alapjan oldhaté meg, mint a fedlap és harlab

csatolt rendszere esetében, azonban a matrix joval 6sszetettebb lesz:
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5.28

(=)
=]
=
© © © ©o ©o o ©o m o ©

© © mMm o © © © o o ©o

©C o o oMo © © © ©

ahol f tovéabbra is a fedlappal, h viszont a hétlappal csatolt elemeket jeldli. Az
interpolaciot megvalosité matrixok koézul B az oldallaphoz, C a basszusgerendahoz, D a
lélekfahoz tartozik. A transzformécidés matrix sorainak szama szintén a teljes test
csomopontjainak szdmanak haromszorosaval, az oszlopai pedig a szabad csomdpontok
(amelyek elmozdulasat nem interpolalassal allapitjuk meg) haromszorosaval lesz

egyenld.
Az eredeti elmozdulasmezét a szabad csomopontokkal irjuk fel

[ ufedlap

Uhnatiap

szabad
Ueredeti — uoldallap . 5.29

uszabad
basszusgerenda

szabad
Ujilekfa

A merevségi (és tdmeg) matrix mérete is joval nagyobb lesz, de teljesen hasonlo6 elven

lehet felirni az elemeket:

'K f 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 K, 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Ko,sz,l Ko,f,l Ko,h,l 0 0 0 0 0
0 0 Ko,sz,Z Ko,f,Z Ko,h,Z 0 0 0 0 0
0 0 Ko,sz,3 Ko, 2 Ko,h,3 0 0 0 0 0

K=10 o 0 Of 0 Kpss1 Kpga 0 0 o | >3

0 o 0 0 0 Kpsz2 Kpg2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 K51 Kig1 Kina
0 0 0 0 0 0 0 K52 Kigz Kinz

0 0 0 0 0 0 0 Kisz3 Kifz Kipgsl
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ahol f a fedlapot, illetve a hozzékényszerezett csomépontokat, h a héatlapot és a
hozzakényszerezett csomopontokat, o az oldallap, b a basszusgerenda, [ a lélekfa
csomapontjait jel6li. A transzformécid célja mindkét esetben az volt, hogy az eredeti,
sajaterték szamitasara hasznalt mozgasegyenletet meg lehessen oldani:

TTKTueredeti - wZTTMTueredeti =0. 5.31
A szamitasokat a Matlabban, a tanszéken fejlesztett végeselem toolbox-szal végeztem el
[28].
5.2.3 Csillapitas

A csillapitas leirasara a Kelvin-Voigt viszkoelasztikus modellt lehet hasznalni, az
anyagban fellép6 fesziiltség a Hooke-torvényen kivil egy veszteséges taggal is leirhatd.
Ez a modell egy rugo-csillapitas parhuzamos rendszerével reprezentalhatd, ahol a
keletkez6 fesziiltségek ©Osszeadddnak. Egydimenzidban az 5.16-os egyenletben leirt
Hooke-térvény

o = E(e+né), 5.32

, . . d
alaku. Az alakvéltozas ¢ = d—'r‘, ahol r a helyvektor.

Aranyos csillapitasrol akkor beszélhetiink, ha a € csillapitasmatrixra igaz, hogy

vagyis eldallithatd a merevség- és tdmegmatrix linearis kombinacidjakent, és fennall,

hogy
MIKY(M~1C) = (M~1C)(M1K). 5.34

A VE modellben ezt a belsé csillapitas leirasara hasznalom, ezért csak a
merevségmatrixszal aranyos tagot veszem figyelembe. A fedlappal egyiitt mozgd levegd

tdmegét a tomegmatrixszal aranyos taggal lehetne figyelembe venni [29].

A gondolatmenetet folytatva, a csillapitdsmatrixot a merevségmatrixszal aranyos taggal

helyettesitve a mozgasegyenlet frekvenciatartomanyban
—w?Mu + jonKu + Ku = 0, 5.35
a masodik tag lesz a csillapitast leird rész, és

nw? = 2¢w, 5.36
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igy a ¢ csillapitasi tényez6 & = % [30].

5.2.4 Eredmények

A Matlabban és az Ansysban szamitott végeselemes megkozelités és az analitikus
szamitas eredmeényeit az els6 5 modusra a 2. tdblazatban lehet latni (a tovabbi eredmények
a Fuggelékben megtekinthetéek). Erdemes kiemelni azt, hogy mennyire kézel vannak
egymashoz a kezdeti fedlap modusoknal a szamitott eredmények, és hogy az analitikus
modszer végeredményben mennyire hasonlit a valésaghii geometrian elvégzett
szdmoléaskor kapott értékekhez. A teljes test esetében a basszusgerenda Altal

»kimerevitett” fedlap miatt kezdetben magasabbnak fognak adddni a sajatfrekvenciak.

A peremfeltételek a teljes test tekintetében teljestilnek a legjobban, a fedlap esetében a
befogas valamivel szigorabb peremfeltételt eredményez a valdsagnal. Minél feljebb
megylnk a frekvencidval, anndl inkébb Kilitkbzik az, hogy a lemez csak egy durva
kozelitése a valosagnak, ellenben a teljes testen végzett szimulécid egyre kozelebb lesz a
mért értékekhez, de még igy is azoknak a tobbszérdse. A csellé hat és fedlapjanak
modusait a késziték pontosan hangoljak még az Osszeragasztas el6tt, a lapok
vastagsdgainak pontos megvalasztasival [33]. Az els6 kettd és 5. modusra kilonos
hangsulyt fektetve, a 2. és 5. modus kozott egy oktavnyi frekvenciakiilonbséget hagyva.
A szimulacié soran ilyesmi nem tortént, a fed- és hatlapok egységesen 5 mm
vastagsaguak voltak, a fa mechanikai anyagtulajdonsagai is a katalogusnak [27]
megfelelden voltak beallitva, de mivel nincsen két egyforma fa, ezért az itt feltlintetett

eredmények nem feltétleniil reprezentativak.
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27. abra. A fedlap els6 mddusalakja, rendre a Matlabban és az Ansysban.

28. abra. A fedlap negyedik mdodusalakja, rendre a Matlabban és az Ansysban.
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sajatfrekvencia [Hz]

analitikus megoldas vegeselemes megoldas
lemez fedlap teljes test
maodus
. Matlab Matlab Ansys Matlab
sorszama
1 239,91 284,74 280,93 342,2 (0,0)
2 359,90 374,92 396,34 371,2 (0,2)
3 540,65 395,90 400,79 416,5 (1,0)
4 541,49 491,92 522,38 458 0,2)
5 661,48 522,20 559,61 498 (1,1)

2. tablazat. Az els6 5 mddus sajatfrekvenciaja.

A fedlaphoz csatolt hurlab egyuttes modusaiban felfedezhetéek csak a fedlapra, és csak

a htrlabra jellemz6 modusalakok is a csatolas kovetkeztében. A 29. dbran egy olyan esetet

rrrrr

(felll), illetve egy olyat, ahol a fedlap szinte el sem mozdul, csak a hurlab végez torzids

rezgéseket (alul). A teljes test modusalakjain felfedezhet6 a basszusgerenda és a Iélekfa

hatdsa a szimmetria megbomlasaban.

deforméalddnak, mint a puhafabol készilt tarsaik (30. &bra).

A keményfabdl készilt részek kevéshé
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29. abra. A fedlap és harlab két kézos modusalakja.

D
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30. abra. A teljes test egyik mddusalakja. Baloldalt a hat-, és oldallap, basszusgerenda és

1élekfa, jobboldalt a fedlap.
54



5.3 Hanglesugarzas

Ha vesziink egy rezg6 lemezt, az a koriilotte 1év6 kozeget — legyen az akar folyadék, akar
gaz — meg fogja rezegtetni. A lesugarzast modellezni tgy lehet, ha vessziik ennek a rezgd
lemeznek a modusait és ezeknek a tér kiilonb6zo pontjaira felirt atviteli fliggvényét. A

jelenség leirasara a legismertebb és relative egyszerti modell a Rayleigh-integrél.

A Rayleigh-integral Iényege az, hogy veszink egy sik vagy majdnem teljesen sik lemezt,
amit ezutan egy végtelen sikba agyazunk. Ez egy olyan egyszerisités, ami sok tényezot
elhanyagol. A fedlap mddusalakjait ismerjik, a sebességet, amivel majd a hur gerjeszti,
a Matlabban elvégzett szimulacidban a sziirének az allapota fogja megadni. Ezutan a
fedlap feltletén minden egyes haromszogelemet kilon-kilon egy-egy monopolusnak
tekintink, amik a moédusalaknak megfelel sebességgel fognak pulzalni. A modusok
allohullamok, ami azt jelenti, hogy a kiilonb6z6 pontokban csak amplitudojuk térhet el, a
fazisuknak legfeljebb az eldjele kiilonbozik. A végtelen siklap, amibe agyazva van,

tokéletesen merevnek feltételezett, igy a sebessége zérus.

A rezg6 lap altal keltett hangnyomast a tér egy tetszéleges pontjaban ki lehet szamitani

ugy, hogy szuperponaljuk a monopoélusokat a rezgd lemez feliiletén [12]:

e—jkr
N = ] 5.37
p(x") JA - jkZyv(x)dx

ahol r = |x" — x| a tér tetszéleges pontjanak és az adott feliilletelemnek tavolsaga [m],

Z, a sikhullamu hangtér specifikus impedanciaja Z, = p,yc [Pa s/m].

A gyakorlatban ez az integrdl ugy valdsithatd meg, hogy minden egyes feluletelem
kozepétdl szamitjuk a tér egy adott pontjanak a tavolsagat, majd a tavolsagbol kiszamitott

monopolus-hangtereket 6sszegezziik (31. abra).

Az n. modusra az atviteli fliggvény megkaphato [31][32] a megfeleld atalakitasokkal a

modusalakokkal és modalis koordinatakkal felirva:

e_jkr w pO —jkr
" = = da =20
pe)= [ Giemev@da =22 |

jog(x)jwq dA. 5.38
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31. abra. Rayleigh-integral szemléletesen. A kékkel jelolt feliiletelem dA nagysagu.

A behélozott fedlap mér adott volt, de a térhalobol feliletit kellett csinélni. Ehhez
kivalasztottam a megfeleld iranyitottsagii normalvektora elemeket, a tébbit elhagytam.
A végeselem-szamitasbdl mar csak ezeknek az elemeknek kellett Kkivenni az
elmozdulasat, a csomopontok — tehat haromszdg csucspontjai — helyett a
kozéppontokban. Ezt egy egyszer(i interpolalassal el lehetett végezni. Itt a térbeli
elmozdulast kapjuk meg, de a szdmitas szempontjabol csak a fedlap sikjara normalis
irdnyd elmozdulas a lényeges. A kapott elmozduldsokat skalarisan dssze kell szorozni a

kapott elmozdulasokkal, minden egyes elemk6zéppontban.

A felileti integral miatt szlikség van még az 6sszes kis haromszdg egyuttes Y:w felszinére
is, ebben a tanszéki végelemes Matlab toolbox [28] volt a segitségemre, ami ezt a felliletet

az elemkozeéppontokhoz tartozd n normélvektorokkal egyditt kiszamolja.

Ezek utan az egyszeriiség kedvéert eloszor kijeldltem egy hallgatasi poziciot a fedlap
kornyezetében, kiszamoltam az ide mutatd r vektorok hosszat minden egyes kis
haromszog kozéppontjabol. Miutan ez megtortént, meg lehet hatarozni az egyes

elemekhez tartozé idokésleltetéseket ugy, hogy

At = -, 5.39
Belathatd, hogy sok elemre nagyon hasonld idokésleltetés fog adddni, a koztiik 1évo
minimalis eltérés a legtdbb esetben kisebb, mint a waveguide modell mintavételi ideje.

Igy ezeket a killdnbségeket elhanyagolva sok elemet azonos idékésleltetéssel lehet majd

venni gy, hogy az idokésleltetéseknek az egészrészét vessziik. A masik megoldas az
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lenne, hogy interpolalni kell ezeket az eltéréseket, diszkrét idében, de nekem a

valasztasom az elébbire esett.

A végso 1épésben ki kell szamolni az impulzusvalaszokat minden egyes modushoz (32.
abra), hogy majd ezt a kimenetet sziiréként lehessen hasznalni. Az n. mddus diszkrét

impulzusvélasza igy
halim] = > = Pn s [ |2 £ ], 5.40
i l

ahol az 6sszegzés a hal6 elemein halad végig, w;, n; és r; az i. elem felllete, normalis
irdnya, illetve tavolsdga a lehallgatasi poziciotol, ¢,; az n. médusalakhoz tartozd
elmozdulds az i. elem kozéppontjdban, f; pedig a waveguide modell mintavételi

frekvencidja.

——1. modus
2. modus
3. modus |
4. modus
5. modus
\ 6. modus |
W ——7. modus
_‘..,“."““.‘,“‘ } AMAAAR —— B.modus
i A . 9. modus |
" 10. modus

o
2

hangnyomas [Pa]
A

&
o

15
2300 2400 2500 2600 2700 2800 2900 3000 3100 3200 3300 3400
At [elemszam]

32. abra. Az els6 10 médus impulzusvalasza.
A waveguide modellben alapértelmezésben a modalis lezarasként szerepld test
szlir6jének sebesség a kimenete, ami a Rayleigh-integralban szerepld jwq-nak felel meg.
A hangnyomas szamitasdhoz id6tartomanyban a sebesség derivaltja, vagyis a gyorsulas
kell, amit a képletben egy jw szorz6 mutat. A lesugérzott hangnyomast Ggy kapjuk, hogy
az impulzusvalaszokat konvolvaljuk a test modalis lezaras sziir6jébdl kapott kimend
értékekkel, aminek a kimenete mind a sebesség, mind a gyorsulas lehet, attdl fugg,

hogyan definialjuk azt.

A kovetkez6 1€épésben az iranytiiggd hanglesugarzast vizsgaltam. Az irdnykarakterisztika
felvételekor arra szamitunk, hogy a mélyebb frekvencian egészen csekély iranyitottsaga

lesz a lesugarzott hangnak, és ahogy haladunk a nagyobb frekvenciak felé, egyre nagyobb
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lesz az irdnyitottsag mértéke, megjelennek oldalnyaldbok. Az 6sszességeben lesugérzott
hang iranyitottsaga az 6sszes mddus irdnyitottsdganak szuperpoziciojakeént fog adodni,
mert egyszerre vesznek részt a hangkeltésben. A frekvenciafliggd iranykarakterisztikak
vizsgalata egy félgdmbon tortént, amit a fedlap eldtt helyeztem el, olyan célbdl, hogy a
hallgatdsag altalaban ezen félgdmb pontjaiban foglal helyet valahol (mdgétte pedig egy
merev fal van a Rayleigh-integral feltételezése miatt). A szdmitas mddja az, hogy az 5.37-
es egyenletet kiértékeljik a tér (félgobmb) tobb pontjaban minden kis feluletdarabra,
amelyek 6sszessége majd a lesugarzott hangot adja. Fontos megemliteni, hogy ez a
modussebességek alapjan, nem a waveguide modell sziir6jébol kapott kimend adatokbol
szamitott eredmény, azon feltételezés mellett, hogy minden médus a sajatfrekvencijan

oszcillal.

5.3.1 Eredmények

A kapott eredmények egy része a 33-35. abran &sszefoglalva lathatd. Minden
irAnykarakterisztikahoz tartozik egy modusalak. Erdemes megemliteni azt, hogy a
hosszanti tengelyre szimmetrikus médusok a félgdmb y — z sikjaban, a keresztirdnyra
szimmetrikusak pedig az x — y sikban nem sugaroznak le hangot, mert az ellenfazisban

mozgo részek altal generalt hangnyomas kioltja egymast ezekben a pontokban.

] 1. médus x107
0028} £=285 Hz 18

0.0275 -

0.027

0.0265

0.026

0.0255

Hangnyomas [Pa]

0.025

Normaliranyt elmozdulas [m]

0.0245

0.024 3

33. abra. Az els6 modus iranyfiigg6 karakterisztikaja.
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2. modus
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34. abra. A masodik mddus iranyfiiggd karakterisztikaja.
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35. abra. A harmadik moédus iranyfiiggd karakterisztikaja.

A lesugarzott hang egyuttes és néhany mddusnak a kilon abrazolt spektrumardl jol
latszik, hogy minden egyes modus a sajatfrekvenciajahoz kozeli harmonikuson fog a
legerdsebben lesugarozni (37-39. &bra). A hangnyomasszint a félgomb egyik tetszbleges
pontjdban (a konkrét pont nagyjabol a z = x egyenes és a 2m sugari gomb felsé
metszéspontjaban van) van abrazolva, az iranyfiiggd lesugarzas miatt keletkezik a
modusok altal lesugarzott hang amplitudojaban lényeges killonbség. A teljes hang (36.

=z 7

fogjdk domindnsan meghatarozni a spektrumot, amelyeknek nagy a bemend
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admittancidja (24. abra). A teljes lesugarzott hang, és a tovabbi,

lehetéséget add hangmintak a Mellékletekben elérhet6ek.

Hangnyomasszint [dBSPL]

Hangnyomasszint [dBSPL]
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36. abra. A teljes lesugarzott hang spektruma.

1800 2000
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1
400 600 800 1000 1200 1400 1600
Frekvencia [Hz]

1800 2000

37. abra. Az els6 modus altal lesugarzott hang. A legnagyobb érték 300 Hz kornyékén

talalhatd (sajatfrekvencia = 284 Hz).
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. abra. A negyedik moédus altal lesugarzott hang, 420 Hz koriili csticsértékkel

(sajatfrekvencia = 491 Hz).

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frekvencia [Hz]

39. abra. A tizedik moddus altal lesugarzott hang spektruma. A legnagyobb amplitiadé a

sajatfrekvencia (777 Hz) kozelében lathaté, ~720 Hz-en.
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6. Osszefoglalé

A munkam soran igyekeztem kitérni a csell6 fizikai modellezésének minden
fontos aspektusara. Felépitettem egy olyan waveguide modellt, ami képes a hdrban
terjedd transzverzalis és torzids hullamok terjedését ¢és azoknak a frekvenciafiiggd
természetét figyelembe venni. A részletes mdduselemzést is elvégeztem, a kapott
eredményekb6él az iranyfiiggd hanglesugarzast is vizsgaltam. A vonatkozo

szakirodalomban ilyen 6sszefoglalo jellegli munkéra nem talaltam példat.

Az ideélis har esetétél elindulva levezettem azt, hogy milyen egyéb fizikai hatasok
jarulnak hozza a hullamterjedés folyamatéahoz. A hdr — vond kélcsénhatés leirdsara nagy
hangsulyt fektettem, hiszen ez teremti meg a kapcsolatot a transzverzalis és torziés
hullamok kozott, illetve a csuszasi — tapadasi periddus valtakozasan all vagy bukik a szép
zenei hang létrejotte. A harmerevseéget szamitasba véve az inharmonicitas jelensége
keriilt el6térbe, amely bar a vonds hangszereknél nem fajsulyos, de nem folyamatos
gerjesztés esetében érdekes hatast tud el6idézni azzal, hogy a felhangok frekvenciajat

eltolja a felharmonikusokétol.

A fizikai 6sszefoglalo utan lehet6ség nyilt a konkrét waveguide modell felallitasara Az
0sszes, elozoleg kifejtett hatast FIR/IIR sziird forméjaban lehetett a hirhoz kapcsolni. Ez
a megoldas azért nagyon praktikus, mert a tovabbfejlesztésre is lehetdséget ad ugy, hogy
csak a figyelembe veendd hatast kell tigy atalakitani, hogy egy ijabb szlir6 forméjaban a

harhoz lehessen csatolni.

Végezetll a csell6 testének rezgésével és az ehhez kapcsolédd hanglesugarzassal
foglalkoztam. A hangszertest fedlapjanak médusalakjait végeselem — mddszeren alapul6
numerikus analizissel vizsgaltam meg. A modell képes volt arra, hogy a fa ortotrop
mechanikai tulajdonsagait megfelelden kezelje. A modszer segitségével a hurlab — fedlap
és a teljes test 0Osszekapcsolt mechanikai rendszerének a sajatfrekvenciainak,
modusalakjainak és csillapitasi tényezéinek Kkiszamitasara nyilt Ilehet6ség. A
modusalakokhoz szorosan kdtheté hanglesugarzast Rayleigh — integrallal szamitottam, a
waveguide modellben a fedlapot reprezentald sziird kimenetének értékeit a modusokhoz
szamitott impulzusvalasszal silyozva. A megoldas tetszéleges pontban szamithato, itt a

hangnyomas modusonkeént, és szuperpozicionalva is megadhato.
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A modell fejlesztésére szamos lehetdség nyilik, a vond mechanikai tulajdonsagainak
figyelembevételével (rugalmassag, alkalmazott surldédasi modell). A mdduselemzésre
vonatkozéan a peremfeltételek finomitasara helyezném a hangsulyt. A fedlap
gorbiiletébdl szarmazdan belsé fesziiltség keletkezik az anyagban, ami a
sajatfrekvencidkat szintén befolyasolhatja. A hanglesugéarzds szamitasara is
rendelkezésre all egy tovabbi, valosagot jobban kozelité, peremelem maodszer. A modell
Osszetettsége miatt nehezen Gsszeegyeztethetd mérésekkel, szimulaciora épiilt, de a test
rezgéseinek vizsgalatat kisérleti modalanalizissel, a hur csillapitasat a josagi tényezok

mérésével lehetne ellenOrizni.
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Fuggelek

F.1 Tovabbi, jol azonosithatdé hullamforméak

A 4.4.1-es fejezetben 1évé eredmények kiegészitéseként a tovabbi jellegzetesen
azonosithato hullamformakat az F1-F3. abrékon lehet megtekinteni.

Double slip/dupla csuszés: akkor alakul ki, ha nemcsak egy, hanem t6bb V-alak is halad
a huron, altalaban ebben az esetben kisebb a nyomaerd, és tobbszor csuszik a vono, ezaltal
a hur kicsit ,,fiityiil6” hangot ad ki. A Helmholtz-mozgassal 6sszehasonlitva latszik, hogy
egy perioduson belul két tapadas-cstuszas valtja egymast. Az utobbi kovetkeztében erds

lesz a 2. felharmonikus jelenléte [10].

T T T
2 1 (b) Double slipping motion 7

Bridge force (N)
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F1 abra. Double slipping, fent a mérés [10], alul a szimulacié eredménye, Fn=0.02N esetén.
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Raucous motion: tal nagy nyomoer6 esetében nem alakulnak ki V-alakok, igy nem tud
megcsuszni a vond a haron. llyenkor olyan érdes hang hallhatd, ami kicsit sem kellemes
a fiilnek. A mozgas nem feltétleniil periodikus, de ha mégis, akkor a periddusidé az

eredeti (Helmholtz) sokszorosa lesz [10].
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F2 abra. Raucous motion. Fent a mérés [10], alul a szimulacié eredménye, Fx=2.5 N esetén.
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Konstans csuszas: nagyon kicsi nyomoerd mellett olyan eset alakul ki, hogy a vono csak

nagyon kevés ideig tapad a hurhoz, igy 1ényegében a htrlabra konstans erd hat [10].

n

Bridge force (N)

" (d) Constant slipping

=
N
T
1

Z 05

Harlabra hatd erd [N)
(=]

1 1 I 1 | 1 |
1.65 1,655 1.66 1,665 1.67 1675 1.68
1dé [s]

F3 abra. Konstans cstiszas mérés [10] (fent) és szimulacio (lent), Fx=0.001 N esetén.
F.2 A végeselem-mddszer matrixainak dsszeéallitasa

Az 5.2.2-es fejezetben a végeselem-modszer elméleti kiegészitéseként a szamitas soran
az elmozdulasmez6t az N formafuiggvények segitségével lehet felirni. A céljuk az, hogy
minden egyes elem elmozdulasat a sajat lokalis koordinatarendszerében interpolaljuk,
hogy majd a globalis koordinatarendszerben meg tudjuk adni az elmozdulas mértékét. A
formafliggvények kilénbdz6 elemek (téglalap, haromszog) eltéréek, fokszamukat a

szabadsagfokok szama hatarozza meg.

A formaflggvények ismerete mellett a matrixok szamitasahoz szikség van még:
- egy J Jakobi matrixra, amit a globalis koordinatak lokalis koordinatak szerinti
derivaltjabdl lehet szamolni

- az elmozdulasmezd D derivalt tenzordra, ami lényegében az elmozduldsmezd gradiense

- a formafliggvények globalis koordinatak szerinti derivaltjara, a B matrixra.
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A merevségi matrix K = [, B"DBAV, a tdmegmatrix M = [, pN"NdV-vel egyenlo.

Az integrélasokat a Gauss-kvadraturaval lehet numerikusan szdmitani, aminek a Iényege

az, hogy egy fliggvénybdl kivalasztunk koordinatadkat, majd ezen pontokban a fliggvény

értékeit Osszeszorozzuk az integralasi sulyokkal, igy jelent6sen lerdviditve a szamitas

iddigényét. A sulyok és a kivalasztott koordinatak attél fliggnek, hogy hanyadrendben

szeretnénk kozeliteni az adott fuggvényt [30].

F.3 Az els6 20 sajatfrekvencia

Az 5.2.4-es fejezet kiegészitéseként a szimuldcioban felhasznalt elsé 20 modushoz

tartozé sajatfrekvenciak:

sajatfrekvencia [Hz]

analitikus megoldéas végeselemes megoldas
lemez fedlap teljes test
modus
] Matlab Matlab Ansys Matlab
sorszama
6 781,64 615,39 650,52 550,6 1,2
7 842,23 626,56 658,31 576,8 (2,2)
8 995,77 642,36 692,94 672,4 (0,3)
9 1083,22 763,36 840,17 721,4 (2,1)
10 1115,76 777,06 845,86 746 (1,3)
11 1296,50 801,95 880,43 751,8 (3,2)
12 1537,50 846,02 922,39 781,8 (3,1)
13 1601,48 849,31 971,72 853,6 (2,3)
14 1721,46 860,01 1046,4 861 4,2
15 1902,21 882,82 1087,8 888,5 (0,4)
16 2143,20 988,71 1121,3 919 (1,4)
17 - 1008,47 1135,7 1007,5 4,3)
18 - 1068,19 1166,8 1049,7 4,2)
19 - 1089,48 1222,6 1107,3 (3,3)
20 - 1187,60 1229,5 1128,1 (1,5)

F1 tablazat. Sajatfrekvenciak.
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Mellékletek

A szubjektiv értékelésre lehetdséget biztositva 5 hangmintat mellékeltem a dolgozathoz:

- idedlis hurban csak transzverzalis hulldmok terjedése esetében, frekvenciafiiggd

csillapitassal (a 15. abran lathatd hullamforma)
helmholtz_idealis_transzverzalis.wav

- transzverzalis és torzids hullamok, frekvenciafiiggé (és flggetlen) csillapitassal
(19. abra)

helmholtz_transzverzalis_torzios.wav

- mindkét hullamforma a test elsé 20 modusaval kiegészitve
helmholtz_20_modus.wav

- ateljes modell (22. &bra pirossal jel6lt része)
csello_vegleges.wav

- ateljes modell, de a sajatfrekvenciak a mért értékekhez hangolva
csello_hangolt.wav

Az elsé harom esetben a cselld hur egy pontjanak a sebessége, utolsé két esetben azonban

a Rayleigh-integrallal szamitott lesugarzott hang hallhatd.

A hangolt esetben a fedlap-hurlab els6 10 modusanak sajatfrekvenciai rendre 82, 112.7,
136.8, 149.3, 181.2, 210.8, 214.5, 232.4, 242.9, és 307 Hz voltak.
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