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1. fejezet

Egyszera rezgo rendszerek

1.1. Bevezetés

Ez a fejezet a legegyszeriibb mechanikai rezgd
rendszer, a tdmeg-rugo rendszer segitségével veze-
ti be azokat a rezgéstani alapfolgamakat, melyek
ismerete a tovabbiakban, a hangszerelemek rezgé-
seinek targyalasahoz sziikséges. Megismerkediink
a rendszer mozgasegyenletének felirasi médjaval,
bevezetjiik a sajat-, szabad és gerjesztett rezgések
fogalmat. Az egyszer(i rendszer rezgéseinek vizsga-
lata soran vezetjiik be tovabba a zenei rezgésjelek
jellemzésére hasznalt mérnoki mértékegységeket.

1.2. A tOmeg-rugo rendszer moz-
gasegyenlete

Tekintsiik az dbrédn lathaté egyszeri mecha-
nikai rendszert, ami egy koncentralt tomegbdl és
egy idedlis, merev falhoz kotott rugdbdl all. A to-
meg egyirdnyu (az dbran vizszintes) mozgasra ké-
pes, elmozdulasat u jeloli. A tomegre hato, szintén
vizszintes iranyu er6t f-fel jeloljiik.

k m

f U

1.1. &bra. Tomeg-rugd rendszer

Newton II. torvénye szerint a tomegre hatd er6k
eredéje és a tomeg gyorsulasa kozti kapcsolat

ZF:ma:mﬂ, (1.1

ahol i az elmozdulés id6 szerinti mésodik derivalt-
jat jeloli. Jelen esetben a tomegre hat6 erék ereddje
két tagbdl dllithat6 6ssze. Az egyik a kiilsé f erd, a
masik pedig a megnyujtott rugé altal kifejtett —ku
erd:

f(t) = ku(t) = mi(t). (1.2)
Ez a csillapitatlan tomeg-rugé rendszer mozgas-
egyenlete.

A rezg6 rendszerek mozgasegyenlete rendszerint
differencidlegyenlet. Jelen esetben masodrendd, li-
nedris differencidlegyenlettel van dolgunk. A ma-
sodrend( azt jelenti, hogy az wu(¢) megoldasfiigg-
vénynek legfeljebb masodik derivéltja szerepel az
egyenletben. A linearitds arra utal, hogy a jobb ol-
dal az u(t) megoldésfliggvénynek és derivaltjainak
linearis fliggvénye.

1.3. Sajatrezgések

A rendszer sajatrezgései olyan rezgésalakok, me-
lyek gerjesztés jelenléte nélkiil is fennmaradhat-
nak a rendszerben. A sajatrezgések vizsgdlata rez-
g6 rendszerek esetében azért fontos, mert ha egy
rendszert gerjesztiink, majd magara hagyjuk, a va-
lasz mindig a sajatrezgések szuperpoziciéjaként ir-
haté fel. Ez a jelenség hangszerek esetében kiemelt
fontossagu, ugyanis a hangszeres jaték sok esetben
leirhaté Ggy, hogy a hangszert gerjesztjiik, majd
magara hagyjuk — gondoljunk példaul egy megpen-
getett gitdrhirra vagy egy megiitott dobmembran-
ra.

A tomeg-rugd rendszer sajatrezgéseinek vizsga-
latdhoz tekintsiik tehat a homogén mozgasegyen-
letet, amelyben az f gerjeszté er6 zérus:

0 = ku(t) + ma(t). (1.3)



2
atrendezve
.. k 9
i(t) = ——u(t) = —wjult), (1.4)
m
ahol bevezettiik az
wo = v k/ma (1.5)

s~! dimenzi6ji mennyiséget.

Elemi differencialszamitasi ismeretek birtokdban
lathatd, hogy az differencidlegyenlet megol-
désai a sinwyt és coswyt fliggvények, vagyis

u(t) = Acoswot + Bsinwgt

= U cos(wot + ¢), (1.6)
ahol A és B, illetve U és ¢ tetszbleges konstansok.
Az U konstans a rezgés amplituddjat adja meg, ¢
pedig a rezgés kezddfézisit. Az (1.5)-ben beveze-
tett wy mennyiség a rezgés korfrekvencidja, aminek
mértékegysége rad/s. A rezgés korfrekvencidjabdl
a frekvenciat az

Jo= 2
Osszefiiggéssel szarmaztatjuk, az f, frekvencia
mértékegysége Hz. Az fy frekvencia reciproka a
harmonkus rezgés T' periddusideje, melynek mér-
tékegysége s:

1.7)

poLo

- — = 1.8
o~ w (1.8)

Mivel az (1.6) megoldéds sajdtrezgés, az wy
korfrekvenicat sajatfrekvencidnak hl'Vjukﬂ Fontos,
hogy a sajatfrekvencia és a sajatrezgés a rendszer
tulajdonsaga, kizarélag a rendszer anyagjellemz6-
it6l és geometriai tulajdonsagaitdl fiigg, a gerjesz-
téstdl fiiggetlen.

1.1. példa Harmonikus rezgés adott kezdeti el-
mozduldssal és sebességgel

Adjuk meg az ug kezdeti elmozduldshoz és vg
kezdbsebességhez tartozé harmonikus szabadrez-
gés elmozdulasanak idéfiiggését.

Az elmozduldsfiiggvény ¢ = 0 idépontban meg-
egyezik a kezdeti uy elmozduléssal:

ug = u(0) = Acos(wp-0)+ Bsin(wg-0) = A. (1.9)

1 altaldban nem jeléljiik kiilon az wo sajat-korfrekvencia és
fo sajatfrekvencia kozti kiilonbséget, mindkét fogalomra
a sajatfrekvencia kifejezést hasznaljuk.
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1.2. dbra. Tomeg-rugé rendszer elmozdulasa
kiilonb6z6 kezdeti feltételek esetén

Az elmozdulasfiiggvény id6 szerinti derivéltja a t =
= 0 id6épontban megegyezik a kezdeti sebességgel:

vo = u(0) = —Awg sin(wy - 0) + Bwy cos(wp - 0)

= Buy, (1.10)
ahonnan az elmozdulasfiiggvény
u(t) = ug cos(wot) + 2 sin(wot).  (1.11)

wo

A kapott elmozdulasfiiggvényt kiilonb6zé ugy kez-
deti kitérés és vy kezdeti sebességértékekre
az[1.2] abra mutatja wy = 27 rad/s esetre.

1.3.1. A tomeg-rugo rendszer energiaja

A rugé megfeszitéséhez munkabefektetés sziiksé-
ges, ami a megfeszitett rugébdl visszanyerhetd,
vagyis a rugd energiat tarol. Az u kitérésre feszi-
tett rugdban tarolt potencialis energia kifejezhetd

B, - &
2
alakban. Hasonl6 moédon a v sebességgel mozgé to-

meg kinetikus energidja

(1.12)

’rTL’U2

2

E, = (1.13)

alakban irhaté fel. Az energia mértékegysége J.



1.3. SAJATREZGESEK

Vizsgaljuk meg az U amplitidéval rezg6, és ¢
kezdé6fazissal inditott tdmeg-rugé rendszer energi-
ajat. A kitérés és a sebesség idofiiggése

u(t) = U cos(wot + ),
v(t) = —woU sin(wot + ¢).

(1.14)
(1.15)

A potencialis energia kifejezése:

1 1
E, = -ku*(t) = §I<:U2 cos®(wot + ¢)

2
_ lkU2 {1 + cos(2(2w0t + go))] ’

3 (1.16)

a kinetikus energia kifejezése pedig

1 1
By = gmu(t) = gmegUs sin(wot + )
_ %kUz [1 — COS(ngot +¢))

} . 11

ahol kihasznéltuk az mw? = k 6sszefiiggést.

Az eredmények szerint mind a potencidlis, mind
a kinetikus energia az ikU 2 érték koriil harmoni-
kusan ingadozik, az wy korfrekvencia kétszeresé-
vel. A két energiatag Osszege minden idépillanat-
ban

1
E,=E,+ E, = §k:U2, (1.18)
vagyis a potencidlis és kinetikus energiatagok fo-
lyamatosan, veszteségek nélkiil alakulnak 4t egy-
madsba, ahogy azt az[1.3] abra is mutatja.

1.3.2. Dekad, oktav, cent és decibel

A harmonikus rezgés f; frekvencidjat Hz-ben mér-
jik, ami a rezgés peridodusidejének reciproka. Az
emberi fill a kiillonb6zé frekvencidju rezgések-
hez kiilonb6z6 hangmagassag-érzetet tarsit. A hall-
haté frekvenciatartomany Hz-ben mérve harom
nagysagrendet Olel at, hozzavetblegesen 20 Hz és
20 kHz kozé esik.

Az emberi fill az 6t éré rezgés (hang) frek-
vencidjat logaritmikusan érzékeli. Ez azt jelen-
ti, hogy a 100 Hz-es és a 200 Hz-es rezgés
kozti hangmagassag-kiilonbséget hozzavetdlege-
sen ugyanakkordnak érezziik, mint az 1000 Hz-es
és a 2000 Hz-es rezgések kozotti hangmagassag-
eltérést. Kézenfekvé tehdt, ha két frekvencia kozti
hangmagassag-kiilonbség jellemzésére olyan mér-
tékegységet hasznalunk, amely azt mutatja meg,

u() [m]

E = - —--E H
_ N\ , \ // \\ , EP
D, \ : \ : - -
E gpl \x'/ N/ \</ Ek
u N AN AN t
: VRN : 7
0 /.’ \\ [ N / \\ [ A N
0 T/4 T2 3T/4 T
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1.3. abra. Csillapitatlan tomeg-rugo rendszer
elmozdulésa, sebessége és energiaviszonyai

hogy a két frekvencia Hz-ben kifejezett értéke ko-
zOtt hany nagysdgrend eltérés van.

Egy tizes nagysagrend-eltérést egy dekadnak ne-
veziink, vagyis a 300 Hz egy dekaddal nagyobb a
30 Hz-nél. Egy dekdd hangmagassdg-eltérés igen
nagy kiilonbség, a teljes hallhat6 tartomany mind-
0ssze harom dekadot Olel at, ezért ezt az egységet
a hang- és rezgéstanban ritkdn haszndljuk. Az ok-
tav a kettes szamrendszerbeli nagysagrendet jeloli,
vagyis kétszeres frekvenciaszorzéhoz tartozik?] Az
/1 és fo frekvencidk kozti hangmagassdg-kiilonbség
kifejezése oktdvban a

2

logy 7=
1

(1.19)

képlettel adhaté meg. Az oktdv még mindig na-
gyon nagy egység ahhoz, hogy az éppen megkiilon-
boztethet6 hangmagassagu hangok kozti kiilonbsé-
get oktavokban fejezziik ki. A zenei hangmagassag
mérésére ezért a centet haszndljuk, ami az oktdv
ezerkétszézad része’} Az f, és fo frekvencidk kozti
hangmagassag-eltérés centben kifejezve eszerint

fo

1.20
P (1.20)

1200 log,

2 Az okt4v szé a nyolcas szdmbdl ered, mivel a hétfoki zenei
skéla nyolcadik hangja egy oktdv tdvolsdgra van az alap-
hangtdl. A témat bévebben a ??. fejezetben targyaljuk.

3 Az ezerkétszédzas oszté a tizenkétfokt zenei skdldbol szar-
mazik



1.2. példa Oktdv

Hany oktavot fog 4t a hallhaté frekvenciatarto-
many?

A hallhat6 frekvenciatartomdny felsé és alsé ha-
tara kozti eltérés

20000

log, 5~ = 9,96 oktév (1.21)

1.3. példa Cent

Mekkora annak a rezgésnek a frekvencidja,
amely 10 centtel magasabb az 1000 Hz-nél?

A keresett f frekvencidra felirhatjuk, hogy

1200 log, 10 (1.22)

1000 Hz
vagyis

f =1000 Hz - 219/1200 — 10058 Hz  (1.23)

Mig a rezgés frekvencidja a magassdgérzethez
tarsithatd, a rezgés amplituddja a rezgés erdségét
jellemzi. A rezgések erésségét — mind a fiiliinkkel,
mind tapintds Gtjan — szintén hozzavet6legesen lo-
garitmikusan érzékeljiik, ezért két amplitidé vagy
energia érték kozti eltérést is gyakran olyan loga-
ritmikus egységben mériink, amely a két érték koz-
ti nagysagrendek szamat adja meg. A bel mérték-
egységet energiaszintek viszonyitasara vezették be.
Egy bel kiilonbség egy tizes nagysagrend eltérésnek
felel meg, vagyis az E és F, energiaszintek belben
kifejezett eltérése

(1.24)

A bel egység a dekadhoz hasonldan tul nagynak
bizonyult, ezért a mérnoki alkalmazasokban a deci-
belt (dB) hasznaljuk, ami a bel tizedrésze. Az F és
E5 energiaszintek dB-ben Kkifejezett eltérése esze-
rint
(1.25)
A bel és decibel egységeket nemcsak energiaszin-

tek, hanem kitérés amplitidok osszevetésére is al-
kalmazhatjuk, de figyelniink kell arra, hogy ekkor
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1.4. abra. Csillapitott tomeg-rugd rendszer

is az energidk aranyat hasznalé definiciébdl indul-

junk ki. Mivel az energia az elmozdulds négyzeté-
vel ardnyos, ezért

2

Us

101g& =10lg —= =201g —.

1.26
E 0 (1.26)

Lathatjuk, hogy a rezgésamplitidok kozti elté-
rés decibelben vald kifejezéséhez az amplitiddk
hanyadosdnak logaritmusdt nem tizzel, hanem
husszal kell szoroznunk. Hasonlé a helyzet a sebes-
séggel és gyorsuldssal, melyekre szintén igaz, hogy
az energia a négyzetiikkel aranyos.

1.4. példa Decibel

Héanyszoros amplitiddaranynak felel meg a 0 dB,
3 dB, 10 dB, 20 dB eltérés?

A 0 dB eltérés azt jelenti, hogy

Us
20lg— =0 1.27
&7, (1.27)
vagyis
Y2 _ 020 -y (1.28)

1

Hasonlé szamitdssal a 3 dB eltérés v/2-szeres, a
6 dB kétszeres, a 10 dB hozzavetblegesen harom-
szoros, a 20 dB pedig tizszeres ardnynak felel meg.

1.4. Csillapitott sajatrezgések

1.4.1. A csillapitott rendszer mozgas-
egyenlete és megoldasa

Egészitsiik ki rendszeriinket az abrén lathaté
modon egy mechanikai csillapité elemmel, ami a
rezgés kozben fellépl veszteségeket modellezi. A
jelen példaban alkalmazott csillapité elem viszkd-
zus csillapitd, ami a v sebességgel ardnyos f = rv
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er6hatasnak felel meg. Itt r a viszkézus csillapitds,
aminek mértékegysége Ns/m. A csillapitéval kiegé-
szitett rendszer mozgasegyenlete az aldbbi alakra
béviil:

f(t) — ku(t) — ra(t) = ma(t). (1.29)

A sajatrezgések meghatarozdsahoz ismét a ho-
mogén egyenletet kell vizsgdlnunk:

0 = ku(t) + ra(t) + mi(t). (1.30)

A megoldashoz alkalmazzuk a komplex leirdsi mo-
dot, vagyis keressiik a valaszt u(t) = Re{a(t)}
alakban, ahol az 4(t) komplex elmozdulds

a(t) = Ue (1.31)

alakd. A valasztott v paraméter itt tetszéleges
komplex szam lehet. Felhasznalva, hogy az id6 sze-
rinti derivalas ~-val val6 szorzassa alakul, a moz-

gasegyenletet a kovetkezé formaban irhatjuk fel:
0= (k +yr+ 'ygm) U, (1.32)

vagy masik szokdsos alakban (a tomeggel végig-
osztva)

k A
0= <+wr +72> U,
m m

= (wd + 726wy +2) U, (1.33)

ahol bevezettiik a
= 2”;}0 (1.34)
dimenzidtlan csillapitdsi tényezét. Az (1.33)

egyenlet teljesiil, ha a zardjeles tag zérus. A ~ terje-
dési egyiitthatoban masodfoki egyenletet megold-

va:
= —fwp £ jwov/1 — &2 = —Ewo + jwg, (1.35)
ahol

wy =woy/1—&2 (1.36)

a csillapitott rendszer sajatfrekvenciaja. A szabad-
rezgés altaldnos alakja eszerint

ft(t) = Ae*€w0t+jw§t + Beffwotfjw(’;t
= ¢ twol (Aej“’ét + Be—i%t> 7

= e_t/T (Aengt + Be_ngt) ) (1'37)

ahol A és B tetszéleges komplex szamok, illetve

bevezettiik a )

woé
idéallandét. Az idééllandé a csillapitads lehetséges
leiréja. Azt mutatja meg, hogy a csillapitott rezgés
burkoléja mennyi id6 alatt csokken a kezdeti érték
1/e-szeresére.

A valés kitérés lehetséges ekvivalens felirdsi
modjai

(1.38)

T =

u(t) = e Y7 (Acoswit + Bsinwit)

= Ue 7 cos(wit + ¢) (1.39)

A csillapitatlan esethez képest 1ényeges eltérések
a kovetkezok:

— A csillapitott rendszer kitérésfiiggvénye egy —
—1/7 kezdeti meredekségli, exponencialisan
csokken6 burkoldval sulyozott rezgé mozgas.

Vk/m

— A csillapitott rendszer az wy =

sajatfrekvencia  helyett az anndl ki-
sebb wf = woy/1—&? csillapitott sajat-

korfrekvencidval oszcillal.

1.5. példa Csillapitott szabadrezgés adott kezdeti
feltételekkel

Keressiik az v kezdeti elmozdulassal és vy kez-
deti sebességgel gerjesztett csillapitott rendszer
szabadvalaszat. A kezdeti elmozdulas alapjan

ug = u(0)

= e 97 (Acos(wg - 0) + Bsin(w - 0)) = A.
(1.40)
A kezdeti sebesség alapjan

vo = u(0)

—_e 0/7
= eT (Acos(w - 0) + Bsin(wg - 0)) +

+ e_o/Twé (—Asin(wg - 0) + B cos(wg - 0))

A
== + wg B. (1.41)
A megoldés szerint A = ug és B = wlg (vo + up/7),
vagyis
u(t) = e Y7 (uo cos(wgt) + % sin(wét)) .
0
(1.42)
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1.5. abra. Csillapitott tomeg-rugd rendszer
szabadrezgése adott kezdeti elmozduléas és
sebesség, valamint kiilonboz6 csillapitdsi tényez6k

esetén

A megoldast az abra szemlélteti up = 1 m és
vo = 1 m/s, wy = 27 rad/s, valamint kiilonb6zé
csillapitasértékek esetére. Figyelemre mélté a £ = 1
kritikus csillapitas esete, mikor az w csillapitott sa-
jatfrekvencia zérussd valik. A kritikus vagy azt meg-
halado csillapitasndl mar nem beszélhetiink valodi
rezgésrol, hiszen az elmozdulasfiiggvény nem osz-
cillal, hanem exponencialisan tart a nulla kitérés-
hez.

1.4.2. Gsillapitott rendszer energiaja

Vizsgdljuk meg a csillapité elemmel kiegészitett
rendszer energiajat. A teljes energia idéegységre
es6 valtozasa mozgds kozben

dB;  d(E, + Ey)

dt dt
_d /1 2 1 .o
=% <2ku(t) + gmi (t))

Feu(t)i(t) + ma(t)ii(t)
= a(t) (ku(t) + mii(t))

(1.30) alapjan ku + mii = —ru, vagyis

dEt .9
— = —ru (¢
i (t)
Az energia csokkenési sebessége aranyos tehat a to-
meg sebességének négyzetével.

(1.43)

(1.44)
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1.5. Gerjesztett rezgések

Mindeddig sajatrezgésekkel, vagyis a gerjesztés
nélkiili rendszer rezgéseivel foglalkoztunk. Tekint-
siik a tovabbiakban azt az esetet, amikor a rendszer
gerjesztése nem zérus, hanem egy F' amplitidéju
és w korfrekvencidji harmonikus eré:

f(t) = Fcos(wt + ) = Re {Fej(wt+<p)}

= Re {Fej‘*’t} . (1.45)
Mivel rendszeriink linedris, az w frekvenciaju har-
monikus gerjesztésre adott valasz szintén w frek-
vencidju harmonikus kitérés lesz. Az (1.29) egyen-
let komplex irasmodjat alkalmazva

dUevt d2Ueiwt
r +m

Fjwt:kAejwt
¢ vt r—g ar?

(1.46)

A derivaldst elvégezve, majd az /! taggal leoszt-
va:

F:(k;+jw7“—w2m)U

=m (w§ + 2jéwwy — w?) U, (1.47)
azaz 1/

A m

U= ng + 2j€wwy — w? (1.48)

A gerjesztés és a valasz komplex amplitiddinak
U/F hanyadosat a rendszer komplex atvitelének
nevezziik. Jelen esetben a rendszer atvitele

U _ 1/m
F W+ 2j€wwy — w?

(1.49)

Az atvitel vizsgalatat frekvencia-tartomanyokra
bontva érdemes végezni. Kisfrekvencias esetben
(w < wp) a nevezd w-t tartalmazd tagjai kiesnek,
és az atviteli fliggvény hatarértéke

C_ym_ L g

F w§ k
vagyis lényegében a Hooke-torvényt kaptuk vissza.
A Kkisfrekvencids tartomanyt merevségtartomany-
nak is szoktdk hivni, hiszen a hirom fizikai para-
méter koziil rugd k merevsége hatdrozza meg az
elmozdulést. Nagyfrekvencias esetben (w > wp) a
nevezd w?-es tagja domindl, vagyis

-1

mw?

QA = (1.51)
F
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(i) [-]

1.5 2
we, [-]

0 0.5 1

1.6. abra. Csillapitott tomeg-rugd rendszer
er6-elmozdulés atviteli fliggvénye kiilonb6zé
csillapitdsok esetén

Ezt a tartomanyt tomegtartomanynak nevezziik,
hiszen a tomeg hatdrozza meg az elmozdulds mér-
tékét. A koztes tartomanyban tekintsiik az w ~ wy
esetet. Ekkor az atvitel kifejezése

U 1/m 1

(1.52)

P 26w

jwor’
Erthet6 médon a kozépsé tartomdnyt csillapités-
tartomanynak nevezziik. Amennyiben a csillapitas
zérus, az atvitel az wq sajatfrekvencian végtelen,
vagyis tiszta rezonanciaval dllunk szemben. A zé-
rustdl kiilonbozé, kis csillapitas értékek esetében
a rendszer atvitelében véges nagysdgu kiemelést
latunk. A kiemelés mértékének meghatarozasahoz
érdemes bevezetniink a rendszer () jésagi tényezo-
jét, ami rezonans atvitel statikus atvitelhez képesti
novekményét irja le.

U@l _ k1
[U0)

Q (1.53)

7Tw0:i

A maximalis atvitelhez tartozd frekvenciat meg-
hatdrozhatjuk a ‘U(w) / F(w)‘ maximalizaldsdval.
A maximumot ott taldljuk, ahol az (1.49) Osszefiig-
gés nevezbje minimadlis. Vagyis a feladat a

|w2 + 2jéwwy — w(2)| (1.54)

kifejezés minimumhelyének megkeresése. Kihasz-
nalva, hogy az abszolutértéknek ugyanott van a mi-

7
nimuma, mint a négyzetének, ezért a
0 . 2
% ’w% ~+ 2jéwwy — wQ‘ =
0
0 ((wg — w?)?) +4wiw?) =
4w (w2 — w%) +86%wow =0 (1.55)

egyenlet megolddsat keressiik. Az w = 0 trividlis
megoldas mellett a valddi minimumot az

W = woV 1-— 252

korfrekvencianal kapjuk. Ebbél kovetkezik, hogy
¢ = 1/4/2-nél nagyobb csillapitasi tényezd esetén
az atvitelnek nincs kiemelése. Kis csillapitasok ese-
tén pedig az 4tvitel maximumadt valamivel az wj
csillapitott sajatfrekvencia alatt talaljuk.

Erdemes megemliteni, hogy kis csillapitasok ese-
tén a josagi tényez6t mérés alapjan az atvitel csucs-
értéke koriili tartomany kiértékelésével szamithat-
juk ki. Ennek akkor van gyakorlati jelent6sége,
amikor egy tobbszabadsdgfokt rendszert mériink,
és az atvitelnek tobb csucsa is van, melyekre kiilon-
bo6z6 josagi tényezok jellemzéek. A szamitas mene-
tét az abran illusztrdljuk. Az n-edik csicshoz
tartozo @, jésagi tényezé megkaphato a

(1.56)

(1.57)

Wn
Q’!L ~ Awn
képlettel, ahol a Aw,, az n-edik cstcs ,szélessége”,
vagyis a maximalis atvitelhez képest —3 dB-es atvi-
teli értékhez tartozé korfrekvenciak kiilonbsége.
Ez a kozelité Osszefiiggés az aldbbi mddon iga-
zolhat6. A —3 dB-es pontban az nevezdjének
valés és képzetes részének abszolut értéke meg-
egyezik. Igy a nevezét kiértékelve az w = wy +
+ Aw/2 korfrekvencidkon a

2&wo (wo + A;) = Aw (wo + Af) (1.58a)

2€wq (wo — A;) = Aw (wo — A;) (1.58b)

egyenl6ségek adddnak. A két egyenletet Osszeadva

4§w3 = 2Awwy, (1.59)
amibdl kovetkezik, hogy
w14 (1.60)

Aw 2



|U/F| [dB]
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1.7. &bra. J6sagi tényez6 ((Q) meghatarozasa
méréssel az ([1.57) Osszefiiggés alapjan

Az abra a tomeg-rugd rendszer amplitudoé-
atvitelét mutatja kiilonb6zé jésagi tényezok eseté-
re. Zérus csillapitasndl (Q = oo) a sajatfrekvencian
végtelen az atvitel, a kritikus csillapitas esetében
(€ =1, Q =1/2) az atvitel értéke 1/2, ami a stati-
kus atvitelhez képest 6 dB csillapitdsnak felel meg.

1.6. példa Josdgi tényezd és kritikus csillapitds

Mekkora a kritikus csillapitdssal csillapitott rend-
szer josagi tényezdje?

A kritikus csillapitas feltétele szerint a csillapitott
sajatfrekvencia wj = /1 —¢2 =0, azaz 1 = ¢ =
= r/2mwy, ahonnan a viszkézus csillapitds értéke
r = 2mwy. A viszkdzus csillapitast visszahelyette-
sitve a josagi tényezd @ = k/rwy kifejezésébe

k
o_ k1

T = 2 (1.61)

ahol kihasznéltuk az w? = k/m Osszefliggést.

1.7. példa Csillapitdsi tényezd

Egy mérésben egy csillapitott tomeg-rugd rend-
szer teljes energidjat hataroztuk meg. Azt tapasz-
taltuk, hogy a teljes energia 3 dB-lel csokken 15s-
onként. A rezgés periddusidejét pedig 75 = 2 s-nak
mértiik. Hany periddus alatt csokken az amplitido
az egytizedére? Mekkora a rendszer josagi ténye-
z6je?

Vegylik észre, hogy az energia és az amplitd-
dé csokkenése dB/s-ban kifejezve azonos értéki,
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a fenti példdban ez pedig 3dB/15s = 0,2dB/s.
Az egytized amplitid6 20 dB-es csokkenést jelent,
amelyhez 20/0,2 = 100s sziikséges, ami n =
= 100s/2s = 50 periddusnak felel meg.

A kovetkez6 1épésben hatarozzuk meg el6szor
a rendszer 7 id6éallandojat. Az Osszefiiggés
szerint 7 id6 alatt az amplitidé 1/e részére, vagy-
is 20log,, e ~ 8,69 dB-lel csokken. Ebbdl az id64l-
landé 7 = 8,69/0,2 ~ 43,43 s-nak adédik. A josagi
tényez6 (QQ = 1/2€) meghatédrozasahoz a ¢ csillapi-
tasi tényezét kell kiszamitanunk. Ehhez a

1
T=— és
§wo
2w
MSZFZWO\/l—éﬂ
0

Osszefiiggéseket hasznaljuk fel, ahol wy-t kifejezve
az elsé egyenletbdl és visszahelyettesitve a mdsodik
egyenletbe a

1

Vws?t2 +1

Osszefiiggés adddik, melynek jobb oldalan csak az
el6bbiekben mar meghatdrozott értékek szerepel-
nek. Kiértékelve a formulat ¢ = 7,33 - 103 adédik,
melybdl a j6sdgi tényezd Q) = 68,22.

Megjegyezziik, hogy mivel a csillapitds jéval a
kritikus érték alatt van (£ < 1), a szamitast egysze-
risithetjiik, ha a 7 = 1/(éw{) kozelitést hasznéljuk.
Az igy szamolt és a fenti eredménybdl adodé josagi
tényez6 mindossze a negyedik tizedesjegyben tér el
egymastol.

&=



2. fejezet

Hurok rezgései

2.1. Bevezetés

Ez a fejezet a kordofon hangszerek rezonatoraval,
a hurral foglalkozik. A hir rezgéstani szempontbdl
a legegyszer(ibb olyan rendszer, melyben hulldm-
terjedés 1ép fel.

AR2.2] fejezet az idedlis hir mozgdsegyenletének
levezetését adja meg. A[2.3] fejezet a végtelen hu-
rokban torténé hullamterjedési jelenségeket irja le,
a fejezet pedig a véges hosszi, mindkét végén
befogott hir rezgéseit targyalja. Ebben a fejezet-
ben bevezetjiik a médusok fogalmat, és megismer-
kediink a modalis szuperpozicié technikajaval, ami
a rezgl rendszerek elemzésének rendkiviil fontos
és erbteljes eszkoze. A véges hurokat targyald fe-
jezeten beliil vizsgaljuk részletesen a pengetett és
kalapdaccsal iitott hurok rezgéseit. A fejezet a
hirok csillapitdsaért felelés jelenségekkel foglalko-
zik, végiil a fejezet a nemidealis hurlezarasok
tulajdonsagait ismerteti.

2.2. Az idealis hur mozgasegyen-
lete

A htirok nagyon j6 kozelitéssel egydimenzids rend-
szerek, vagyis keresztirdnyu kiterjedésiik 1ényege-
sen kisebb mind hosszirdnyi méretiiknél, mind
a rajtuk megjelené rezgések hulldmhosszanal. Az
idedlis hurokra igaz tovabbd, hogy sajat merevsé-
giik gyakorlatilag zérus, rezgésre csak kiils6 hossz-
iranyu er6 jelenléte mellett, megfeszitett allapot-
ban képesek.

A htirokban hosszanti irdnyu feszité er6 hat, ez
a feszit6 er6 tériti vissza a megpenditett, megiitott
vagy vondssal gerjesztett hurt a nyugalmi allapot

2.1. dbra. A hir Az hosszisagu darabja

felé. A hurban fellépé feszité erdt jeldlje S, ennek
mértékegysége N. A feszit eré mindig érintdirany-
ban hat. Rezgéskeltésben akkor van szerepe, mikor
az érint6irany a hir hossza mentén valtozik, vagyis
a hur valamilyen gerjesztés hatdsara az egyenest6l
eltéré alakot vesz fel.

Tekintst{ik a kitéritett htr x és x+ Az pozicidk ko-
zott elhelyezked6, Az hosszisagu darabjat, ahogy
a dbra mutatja. A hurdarabra g(z) kereszt-
iranyu kiilsé gerjeszt6 eré hat. Az g(x) mennyi-
ség hosszegységre esé erét jelol, mértékegysége
N/m. A teljes hirdarabra es6 kiilsé eré ezek sze-
rint g(z)Az.

A hosszirdnyu S feszit6 erd x tengellyel bezart
hajlasszoge az elem bal oldaldn ¢(z), jobb oldalon
¢(x + Az). A hirra hatd feszit6 er6k keresztiranya
komponense a bal oldalon —S'sin (¢(z)), a jobb ol-
dalon pedig S'sin (¢(z + Az)). A hirdarab hossz-
egységre es6 tomege u [kg/m|. Ezen mennyiségek
ismeretében felirhaté a htirdarabra Newton mdso-
dik térvénye:

g(x)Ax + S [sin¢(z + Azx) — sin ¢(z)] = pAza(x),
2.1
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ahol a(z) a hurdarab keresztirdnyu gyorsulasat je-
16]i. Kis szogelforduldsok esetén sin ¢ ~ ¢, ami sze-
rint (a Az hosszelemmel végigosztva)

¢(z 4+ Az) — ¢(z)
Ax

glx)+ 95 = pa(z). (2.2)
A Az — 0 hatardtmenetet elvégezve, a Newton-

torvény alabbi differencialis alakjahoz jutunk:

g(x) +S%§Ex) = ua

A htr ¢(z) szogelfordulasa kifejezhetd a kereszt-
irdnyt u(x) kitérésfliggvény segitségével. Kis sz0o-
gek esetén

(z). (2.3)

u(z + Azx) — u(x)

lim _ du(x)

o) ~ tan o) =

Az—0 Az dz
2.4)
Behelyettesitve (2.4)-et a Newton-térvénybe,
valamint bevezetve a keresztiranyu a gyorsulas he-
lyett az u kitérés id6 szerinti masodik derivaltjat,
az aldbbi huregyenletet kapjuk:

g(z,t) + Su" (z,t) = pii(z, t). (2.5)

A egyenlet egy parcidlis differencidlegyenlet,
mely az u(x,t) elmozdulasfiiggvény mind x, mind
t szerinti parcidlis derivaltjait tartalmazza. A dif-
ferencidlegyenlet mind az id6, mind a térkoordina-
tat tekintve masodrendd, vagyis legfeljebb mdsodik
derivaltakat tartalmaz. Ez azt jelenti, hogy egyér-
telm(i megolddsahoz két id6beli és két térbeli felté-
telre van sziikségiink.

Az idé6beli feltételeket dltaldban kezdeti felté-
telek formdajaban adjuk meg, vagyis definidljuk a
megoldas ¢ = 0 id6pontbeli u(z,0) = ug(z) kez-
deti elmozdulésat és u(x,0) = vo(x) kezdeti sebes-
ségét. A térbeli feltételeket rendszerint peremfel-
tételek formajaban realizaljuk, vagyis definidljuk a
véges hosszu hur két végpontjdban az elmozdulés-
fiiggvény u(0,t) és u(L, t) értékeit.

2.3. Rezgésterjedés a végtelen
idedlis hurban

Elészor a végtelen kiterjedésii, gerjesztésmentes
hurokban terjed6 rezgéseket vizsgaljuk. Ez a téma
messze elrugaszkodik a valdsagos alkalmazasotdl,
de alkalmas arra, hogy bevezessiik segitségével a
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2.1. tablazat. Hurok és hirbevond anyagok

anyagjellemzéi
anyag stirliség [kg/m?]
nejlon 1200
bél 1300
selyem 1300
aluminium 2700
acél 7700
réz 8900
eziist 11000
arany 19000
wolfram 19000

hurokban terjedé rezgések sebességét, illetve meg-
vizsgaljuk a hullamok visszaver6désének (reflekta-

"16d4sanak) alapvetd tulajdonségait.

2.3.1. Haladé hullamok
A gerjesztés nélkiili (g(x) = 0) hiregyenlet alakja

Su' (z,t) = pii(z, t).

S
c=4/—
I

mennyiséget, egyenletiinket az alabbi alakra hoz-
hatjuk:

(2.6)
Bevezetve a

2.7)

o (3, 1) = 6—1271(1:,75). 2.8)
Behelyettesités dtjan konnyen lathatd, hogy a
egyenletet kielégiti az alabbi, d’Alembert-féle meg-
oldés:

u(z,t) =ut(ct —x) +u (ct + ), (2.9)
ahol u™(x) és u™(z) tetszéleges rezgésalakokat
(impulzusokat) jel6lnek. Az u™(ct — x) a pozitiv
z tengely iranyaban c sebességgel haladd rezgés-
alakot ir le, u=(ct + z) pedig a negativ irdnyban ¢
sebességgel haladé impulzus leirasa. Eredményiink
szerint a hurban a rezgések a (2.7)-ben definidlt se-
bességgel terjednek. A terjedési sebesség négyzete
a hur S feszité erejének és a hir egységnyi hosszra
es6 p tomegének hanyadosa.

A hangszerhirokhoz hasznalt anyagok stir(iség-
értékeit a tablazatban soroljuk fel, tipikus he-
ged( és gitdrhir paramétereket a tablaza-
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2.2. tablazat. Heged{ihurok mért jellemzdi

jellemz6 E-hur A-hur D-htr G-hur
frekvencia [Hz| 660 440 294 196
atmérd [mm] 0,249 — 0,264 0,452 - 0,701 0,671 —0,914 0,790 — 0,833
feszit6 erd [N] | 72,25 — 84,01 48,89 — 63,51 34,76 — 61,73 35,43 — 49,92
tomeg [g/m] 0,381 — 0,443 0,579 — 0,752 0,924 — 1,641 2,115 — 2,799
2.3. tablazat. Gitarhturok mért jellemz6i
jellemz6 | E-htir  H-hir  G-hir  D-hir A-hidr E-hdr
frekvencia [Hz] 330 247 196 147 110 82,4
4tmérd [mm] 070 083 1,03 075 093 1,07
feszitd erd [N] 76,7 61,1 57,9 74,5 74,5 61,2
tomeg [g/m] 0,417 0,593 0,892 2,04 3,45 5,33

tokban. Tekintve, hogy a hirok keresztmetszeti mé-
rete tipikusan mm nagysagrend( érték, az egység-
nyi hosszra es6 témeg tipikusan a par gramm nagy-
sagrendbe esik. A hangszerek megfeszitett hurjai-
ban haté feszit6 erd tipikusan 50-200 N, igy a se-
besség jellemzben 100-500 m/s koriili érték.

2.3.2. Rezgés visszaverodése megfogott
harvégzodésrol

Vizsgdljuk meg, hogy mi torténik a haladé rezgés-

hulldmmal, ha merev hurbefogasnak iitkozik. Te-

gyiik fel, hogy a hur bal oldali befogott végpontja

2 = 0-ban helyezkedik el. Ekkor a bal oldali befo-
gasi kényszer alakja:

uw(0,t) = uT(ct) + u (ct) = 0, (2.10)
vagyis minden ¢ értékre teljesiil az
ut(ct) = —u(ct) (2.11)

Osszefiiggés. Ennek értelmében a hudrban pozitiv
és negativ irdnyban haladé rezgések egymads ellen-
tettjei, mas széval a rezgésalak elGjelt valtva ve-
rédik vissza a megfogott lezarasrél. A jelenséget
a (a). abrasorozat mutatja be. A legfels6 dbran
egy pozitiv kitérésti impulzus halad a negativ x ten-
gely irdnydba, és a lezdras tuloldaldrdl az impulzus
(képzeletbeli) tiikorképe halad vele szemben. Mi-
kor a két impulzus Osszetalalkozik, természetesen
az ¢ = 0 pontban kioltjdk egymadst, ezzel teljestil

a lezdaras zérus kitérés feltétele. A harmadik pilla-
natképen megfigyelhetd, hogy az eredeti impulzus
képzeletben tovabbhalad a negativ oldalra, és az
eddig képzeletbeli ellenimpulzus felbukkan a po-
zitiv oldalon. A negyedik dbrdn mar egyértelmiien
latszik, hogy az eredeti és ellenimpulzus helycseré-
je val6jaban a hulldimforma ellentétes amplitidéju
visszaver6dését jelenti.

2.3.3. Rezgés visszaverodése szabad

huarvégz6désrol

Szabad hurvégzédés alatt olyan lezarast értiink,
amely amellett, hogy biztositja a hur longitudiné-
lis S feszit6 erejét, a htrra keresztiranyt er6t nem
tud kifejteni. Ez az er6mentes lezaras egy fiiggo-
leges rudként képzelheté el, melyen a hurokban
vagy lezaré gytir(iben végz6d6 hir surlédasmente-
sen csuszhat .

A htr altal a lezarasra kifejtett keresztiranyu er6
a harban haté S feszit6 eré keresztiranyud S'sin ¢
komponensével egyezik meg. Mivel a sin ¢ tag kis
elmozdulasok esetében megegyezik az u elmozdu-
las x szerinti els6 derivaltjaval, a szabad lezaras
szerint

u'(z=0,t) =0. (2.12)

A feltételt behelyettesitve (2.9)-be, a kovetkez
Osszefiiggést kapjuk:

ut(ct) = u(ct), (2.13)
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2.2. dbra. Impulzus visszaver6dése (a) befogott és (b) szabad hurlezarasrdl

ahol a vessz6 az x koordinata szerinti derivalast je-
16li. A kifejezés egyszeri integraldsa utan

ut(ct) = u(ct), (2.14)

vagyis a rezgés a szabad hurlezarasrdl azonos el6-
jellel ver6dik vissza, ahogy azt a[2.2|(b) 4brasorozat
mutatja.

2.3.4. A félvégtelen hur bemené impe-
dancidja

Bevezetjiik a félvégtelen hur bemené mechanikai
impedancidjanak fogalmdt, ami a htr végére haté
er6 és a hurvég sebességének hanyadosa. Tekint-
siik azt a félvégtelen hurt, melynek vége x = 0-ban
helyezkedik el, és melyet az © = 0 poziciéban F'
keresztirdnyt erével gerjesztiink.

Mivel a hur végtelen hosszu, benne csak az er6-
gerjesztéstdl ¢ sebességgel tavolodd rezgések 1ép-
hetnek fel. A hir elmozduldsa tehat egy haladé hul-
lam lesz, amelynek leirasa

u(x,t) =ut(z — ct), (2.15)
ahol u* a pozitiv irdnyba haladé impulzus alakja.
A kitéréshez tartozé gerjeszté er6 az

F(0,t) = —=Ssing|,_, = —Su'(0,t) =

— Sut(—ct) (2.16)

képlettel fejezhet6 ki. A gerjesztés helyén mérhet6
sebesség kifejezése

v(0,t) = 0(0,t) = —cu™'(—ct). (2.17)
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Az er6 és a sebesség hanyadosa adja meg a félvég-
telen hur » bemené mechanikai impedanciajat, ami
tehat

_ F(0,t)  —Sut'(—ct) S B
"= v(0,t)  —cut/(—ct) c \/ﬁ_ pe.
(2.18)

2.4. A véges idealis hur rezgései

Foglalkozzunk a tovdbbiakban az x = 0 és x = L
poziciéban befogott, véges hosszu hurral.

2.4.1. A véges hosszu hur sajatrezgései

El6szor a véges hosszu hur sajatrezgéseit keressiik
meg. A sajatrezgések olyan rezgésfomdk, melyek a
gerjesztés jelenléte nélkiil is végtelen ideig fenn-
maradhatnak a csillapitatlan hurban. Ezek a rez-
gések tehat a homogén huregyenlet u(x,t) meg-
oldasai, melyek semmiféle kezdeti feltételnek nem
kell hogy eleget tegyenek, de kielégitik az «(0,t) =
= u(L,t) = 0 peremfeltételeket.

A sajatrezgések megkereséséhez egy fontos ma-
tematikai technikdt, a valtozdk szepardldsdnak
modszerét alkalmazzuk: Keressiik az u(z,t) fiigg-
vényt

u(z,t) = Uy (2)U(t) (2.19)

szorzat alakban. Helyettesitsiik be (2.19)-et a (2.8)
homogén hulldmegyenletbe:

1 .
Ul(z)U(t) = gUw(x)Ut(t). (2.20)
Osszuk el mindkét oldalt U, (x)Uy(¢)-vel:
Uy(z) _ 1 Ui(t)
U.2) ~ 200 (2.21)

Vegyiik észre, hogy a (2.21) egyenlet bal oldala
csak az x helykoordinatatdl, a jobb oldala pedig

csak a t id6tol filigg, vagyis sikeriilt a valtozok sze-
paralasa. Az egyenl6ség csak akkor dllhat fenn, ha
mindkét tag konstans. Ezt a konstanst nevezziik el
—k2-nek. A bal oldali egyenlet alapjdn tehat

Ul (x) = —k*U,(x). (2.22)
Ennek megoldésa
U,(z) = Asinkx + B cos kz, (2.23)

13

ahol k£ a rad/m dimenziéjd hulldimszadm. Az A és
B paraméterek értékét az aktudlis peremfeltételek
hatarozzdk meg.

Az x = 0-beli befogdsi kényszer szerint U, (0) =
= 0, ahonnan koévetkezik, hogy B = 0, vagyis
Uy(x) = Asinkx. Az x = L-beli U,(L) = 0 fel-
tételbdl adddik, hogy

AsinkL = 0, (2.24)

vagyis kL = nr, ahol n € ZT. Eredményeink sze-
rint a bevezetett k hulldimszam csak a

k, = %, n=
diszkrét értékeket veheti fel.
A szeparalt egyenlet id6fiiggd jobb oldaldhoz tar-
tozo feltétel alakja

1,2

g Ly e

(2.25)

U(t) = —k22U(t). (2.26)

Az egyenlet megoldasa
Ui(t) = U cos(knct + ) = U cos(wpt + @), (2.27)
ahol

wn:knc:%, n =
a rezgés korfrekvenciaja.
Eredményeink szerint az ideéalis hurnak végtelen
sok sajatrezgése van, melyek mind térben, mind
idében harmonikus fiiggvények. Az n-edik sajatrez-
gés hely—idéfiiggvénye

1,2

g Ly e

(2.28)

Up(x,t) = Uy sin kpx - cos(wnt + ¢n)

=U,sin (%x) - €os (%t + gpn) .
(2.29)

A kapott sajatrezgések alléhulldmok, melyek egy
térben és egy idében harmonikus tag szorzataként
allnak eld.

Az alléhullamok térfliggését leird tagokat a hur
modusalakjainak nevezziik, és bevezetjiik rajuk a
1y, jelolést:

n
1, = sink,r = sin < (2.30)
A 1, modusalakokat a abra mutatja az n =
=1...5 értékekre.

A moédusalakok az alabbi fontos tulajdonsagok-
kal birnak:
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n=

n=

n=3

n=4

n=

0 L
0 L
0 L
0 L

/\
0 L

2.3. abra. Az L hosszd, mindkét végén megfogott

hir sin nmz /L alaki normél médusai

- A 1, mddusalakok linedrisan fiiggetlenek,

vagyis egyik médusalak sem allithaté el6 a
tobbi szuperpozicidjaként. Masként fogalmaz-
va, a zérus fliggvény csak ugy keverheté ki a
modusokbdl, ha minden mddusalak egyiittha-
téja nulla.

Zawn(m) =0—a,=0n=12,...
' (2.31)

A médusok teljes fiiggvényrendszert alkotnak,
vagyis a hurban kialakulni képes tetszéleges
u(z) rezgésalak dsszerakhatd a 1, (x) mddus-
alakok szuperpozicidjaként:

u(x) =Y antn(x), (2.32)
n=1

ahol «,, az n-edik moédus stulya, az tgyneve-
zett részesedési tényezd vagy modalis koordi-
nata. Id6fiiggd u(zx, t) rezgésalakok esetében a
részesedési tényez6k idofiiggdek, ekkor a szu-
perpozicié alakja

u(z,t) = o (t)hn (). (2.33)

n=1

A 1, médusalakok fiiggetlensége miatt a szu-
perpozicié egyértelm, vagyis adott u(x) fiigg-

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI

vényhez az o, koordinatak csak egyfélekép-
pen vélaszthatdk ki.

— A moddusalakok ortogondlis rendszert alkot-
nak. Ez alatt azt értjiik, hogy a v, és 1, mo-
dusalakok skalarszorzata nulla, ha n # m, és
pozitiv, ha n = m. A skaldrszorzatot a médus-
alakok esetében a

(s ) = / bn(@)m(@)de (2.34)

integrallal definialjuk, amire valdban teljesiil,
hogy

/OL sin (n%x) sin (%x) dx = {Oé Z i Z
(2.35)

— Minden 1, (z) médusalakhoz tartozik egy w,
sajatfrekvencia. A ketté kapcsolata az, hogy a
magara hagyott csillapitatalan rendszerben a
¥, (x) mbédusalak w,, frekvencidjd harmonikus
rezgést végez, vagyis «,(t) = U, cos(w,t +
+ ) alaku sulyfiiggvény tartozik hozza, ahogy
a fentebbi szamitdsok is mutatjak. Kihangsu-
lyozzuk, hogy ez a tulajdonsdg csak a szabad-
rezgések esetére all fenn. Alkalmas g(z,t) ger-
jesztés megvalasztasaval tetszéleges modus-
alakra lényegében tetszlleges ido6fiiggés ra-
kényszerithetd.

Az idedlis, mindkét végén megfogott hur sajat-
frekvenciai az alapfrekvencia egész szamu tobbszo-
rosei, mas széval harmonikusai. Az alaphang el-
s6 nyolc felharmonikusdhoz tartozé hangmagassa-
gok:

o) . | o o P

7 f g & i
2 T I B . — I I
[/an Y ™ B — I 1

D — T u

o) o

(] +

——

. A——

P m—

2.1. példa Hegediihiirok parameéterei L.

Mekkora a feszit6 er6 egy L = 325 mm hosszu és
d = 0,25 mm 4tmér6jli acél E hegediihurban? (Az
E hang frekvencidja 660 Hz.)

Az E hur alapharmonikusa f; = 660 Hz-en re-
zeg, vagyis

e
w1 = f = 27Tf17
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ahonnan ¢ = 2f; L. A feszit6 er6 kifejezése (2.7) és
(2.28) alapjan

2
S=pc=p (‘j) 7% L) = pr (AL D)7

Az f; = 660 Hz az F hang frekvencidja, valamint
p = T700 kg/m? az acél stirlisége. A helyettesitést
elvégezve S = 70 N, vagyis az E-hur terhelése hoz-
zavetblegesen ,,7 kg”.

2.2. példa Hegediihiirok parameéterei II.

Mozart szerint az idedlis heged(in a négy hur fe-
szit6 ereje azonos. Mekkora legyen ezen elv szerint
az acélbdl késziilt A, D és G hurok dtmérdje?

A példa megolddsa szerint az S feszit6 erd
a p(df L)? szorzattal ardnyos, vagyis azonos feszit6
er6 eléréséhez (azonos anyag és huirhossziisag mel-
lett) a df szorzatot allandé értéken kell tartani. A
heged( hurjai kvintenként vannak hangolva, vagy-
is szomszédos htrok frekvenciaardnya 2 : 3. Esze-
rint az A hdr d&tméréje d4 = 3/2dg = 0,375 mm, a
D huaré dp = (3/2)%dg = 0,56 mm, a G hiré pedig
dg = (3/2)3dr = 0,84 mm.

2.3. példa Hegediihiirok paraméterei III.

Hogyan valtoztassuk a hdrok atméréjét, ha azo-
nos feszit6 erd mellett attériink acélrol bélhirokra?

A példa megoldésa szerint az S feszit6 erd
a p(df L)? szorzattal ardnyos, vagyis azonos feszit6
er6 eléréséhez (azonos hirhosszusag és frekvencia
mellett) a pd? szorzatot dllandé értéken kell tarta-

ni. Ezek szerint ppadig = pacaidzeg, illetve

_  [Pacél _ /7700 — 9243
Pbél 1300

vagyis az atmérdket 2.4-szeres értékre kell névelni.

dpel
dacél

2.4. példa Hegedilhiirok paraméterei IV.

Egy acél hegediihir hossza 30 cm, atmérdje
0,5 mm, alaphangja 500 Hz. Az acél stir(isége
7800 kg/m3. Legfeljebb hény centtel hangolhatjuk
feljebb a hurt, ha a kataldégus szerint megengedett
maximalis feszité erd ,15 kg”?

A[2.7] példa megolddsa szerint a feszité er§

S = pr(dLf)? = 137,8 N.

15

0 0.5 1
x [m]

2.4. dbra. A[2.5] feladat u(z) fiiggvényének
kozelitése véges N elemszamu modalis
szuperpozicidval

A feszit6 er6 a frekvencia négyzetével aranyos,
tehatf’/f = 4/5’/S, ahonnan a centben kifejezett
hangmagassag-valtozas

f/ S/

1200 - log,, 7 = 6001og, 5

150
= 6001log, 38 =72 cent. (2.36)

2.5. példa Modadlis koordindtdk meghatdrozdsa
Hatdrozzuk meg az L hosszd, mindkét végén be-
fogott htiron értelmezett

u(z) = Up [e(x) —e(x — L/2)]
fliggvény modalis koordinatait!

[rjuk fel az u(x) fiiggvényt modalis szuperpozici-
oval:

u(z) = Z A m ().

Szorozzuk skaldrisan mindkét oldalt ),,-nel:

<wnau> = <1/Jm Z O‘m¢m> = Z Qm <wna¢m>

m=1 m=1
= an <1/}n7 7/’n> i (2~37)
ahonnan
oy, = ) (2.38)

(tn; ¥n)
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A skalaris szorzatok kifejtésével

2 [F 2, [L/*?
oy = Z/o Y (z)u(x)da = LO ; sin k,xdx
2U 2Up 1 — cosnm/2
= iy lonkal? = 20 el
20y 1

{1210120,,,} (2.39)

™

A véges N taggal elvégzett modalis szuperpozi-
ci6 eredményét a 2.4} dbra mutatja.

2.6. példa Gitdrbundozds

Az 0kolszabdly szerint a gitdrokat ugy bundoz-
zuk, hogy a kovetkezé bundot mindig a fennma-
radd szabad hurhossz 1/18-ad részénél helyezziik
el. Mekkora a 12. bundon lefogott oktav eltérése a
tiszta oktdvtdl?

A 12. bundnél a fennmaradé htrhossz L' =
= L-(17/18)12 = 0,5036 L, ami a hur felénél kicsit
hosszabb. Mivel a sajatfrekvencia a hur hosszanak
reciprokaval aranyos, az ,oktav” frekvenciaaranya
f'/f=L/L =1,9856, ami

1,9856

1200 log, = —12,55 cent

(2.40)

eltérést mutat a tiszta oktavhoz képest.

2.4.2. A mé6dusok energiaja

Akarcsak egy rezgésben levd tomeg-rugd rendszer,
arezgb hur is energiat térol potencidlis és kinetikus
energia formajdban. Tekintsiik a két végén megfo-
gott, szabadon rezg6 hur n-edik médusat, melynek
hely-idéfiiggése

Up(z,t) = Uy, sin k,x coswpt. (2.41)

A hur egy dx hosszu darabjanak kinetikus energiaja
az Ej, = mv?/2 képlet alapjan:

1
dEgn(z) = §/LU,2LUT2L sin? kpx sin? (wpt)dz, (2.42)

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI

(9 [m]

0 L/m L
x [m]

2.5. dbra. A pengetett htr kezdeti ug(x)
elmozdulésa.

ami alapjan a hur teljes kinetikus energidja
L
Ei, = / dE, ()
=0

n—-n

1 L
= —pU2w? sin?(wpt) / sin? k,zdz
2 =0

1 b1 — cos 2k,
= _pU2w? sin2(wnt)/ O TT
2 o 2
1
= ZuLUﬁwa sin?(wpt). (2.43)

Akdrcsak a tomeg-rugé rendszernél, a teljes ener-
gia itt is az id6ben harmonikusan valtozo kinetikus
energia maximuma, vagyis

1
E, = ZmUZwZ,

(2.44)

ahol m a hur teljes tomege.

Ha a hur rezgésalakja tobb mdédusalak szuperpo-
zicidja, akkor a teljes rezgési energia az energiata-
gok 0sszegeként irhato fel, vagyis

E:;E :Z;(Unwn)Q.

(2.45)

2.4.3. Pengetett hurok rezgései

A két oldalon befogott hirok sajatrezgéseinek fel-
frdsa utdn a megpengetett hurok rezgéseivel fog-
lalkozunk. Matematikai szempontbdl a pengetett
rezgésalak egy szabadrezgés, ami adott elmozdu-
las kezdeti feltételbdl indul. A pengetés soran a ja-
tékos a hurt egy kezdeti ug(x) elmozduldsra ger-
jeszti, majd magara hagyja.

Tegyiik fol, hogy a jatékos az L hosszisagu hurt
az o = L/m poziciéban pengeti, ahol m > 1 tet-
sz6leges valds érték. Ha feltételezziik, hogy a ja-
tékos ujja vagy pengetdje elhanyagolhaté méret
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a huar hosszahoz viszonyitva, akkor a hur kezdeti
elmozduldsét egy, a abran lathaté hdromszog-
figgvénnyel kozelithetjiik:

U 2
UO(x) = { OIOL T

UOL—mg(]'if) hax0<m<L
(2.46)
Az egyszerliség kedvéért feltételezziik tovabba,
hogy a jatékos a hurt all6 poziciébdl engedi el,
vagyis a kezdeti sebességfliggvény minden x pozi-
ciéban zérus:

haz < zq

vo(x) = 4(x,0) = 0. (2.47)

A hur valaszanak meghatarozasa

A pengetett hur rezgésének megadasdhoz a moda-
lis szuperpozicié elvét haszndljuk, vagyis az u(x,t)
szabadrezgést a modusok szuperpozicidjaként,

U(I, t) = Z an(t)¢7,($)

= Z U, cos(wnt + ¢p) sink,z  (2.48)
n=1

alakban irjuk fel. A felirdsban kihasznaltuk, hogy a
pengetett hur szabadrezgést végez, ezért a ¢, (z)
moédusalakhoz w,, sajatfrekvenciaji harmonikus
idofiiggés tartozik. A megoldas soran az U, mo-
dusamplitadok és o, fazisszogek meghatarozasa a
célunk.

Induljunk ki el6szor a sebesség kezdeti feltétel-
bdl, miszerint u(x,0) = 0:

(x,0) = — Z Unwy, sin(w, 0 + @), (x) =0,

n=1
(2.49)
ahonnan a ¢, (z) médusalakok fiiggetlensége miatt
a ¢, = 0 kezdéfazis adédik.
A kezdeti elmozdulds peremfeltétel felirasaval
folytatjuk a megoldast:

uo(x) = u(z,0) = Z U,, cos(wn,0)1)y, (x)

= Z Unlbn(l‘), (2.50)
n=1

ahol mar felhasznaltuk a ¢, = 0 eredményt. Az
eredmény szerint az U,, egyiitthatdk az ug(z) kez-
deti feltétel moddlis koordindtai.
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Az U, értékek meghatdrozasa el6tt alakitsuk 4t
a (2.48) kifejezést, kihaszndlva immar a ¢, = 0
eredményt és a

sin(a — b) + sin(a + b)
2

sin(a) cos(b) = (2.51)

trigonometrikus azonossagot:

N =
M8

u(z,t) = U, (sin(kpz — wpt) + sin(k,2 + wpt))

n=1

Il
DN | =
[]e

U, (sin(ky,(x — ct) + sin(ky (z + ct))

1

3
I

NE

1 1
5 Un¢n($ - Ct) +§ nz::l U»,ﬂ,/)n (l‘ + Ct) .

Il
-

n

wo (z+ct)
(2.52)

ug(z—ct)

Az utolsd sort Osszehasonlitva (2.50)-nel észreve-
hetjiik, hogy a szummadk az wuy(x) kezdeti feltétel
eltoltjait irjak le:

up(x — ct) + ug(x + ct)
5 .

Azt latjuk, hogy a véges hossziisagu hur rezgé-
se a végtelen hurhoz hasonléan egy c sebességgel
jobbra illetve balra haladé rezgésalak szuperpozi-
cidjaként alakul ki, ahol a terjed$ rezgésalakok az
uo(x)/2 kezdeti elmozdulassal egyeznek meg. Fi-
gyelniink kell azonban arra, hogy a (2.53)-ban az
uo(z) fliggvényt negativ illetve L-nél nagyobb ar-
gumentumokkal is ki kell értékelniink. Mivel ug(z)-
et (2.50)-ben 2L-periodikus szinuszos mddusok
szuperpozicidjaként allitottuk els, az eredményben
ug(z)-et paratlan, 2L-periodikus fiiggvényként kell
kiterjeszteniink.

A pengetett u(z,t) rezgésalak pillanatfelvétele-
it a |2.6] dbran kovethetjiik a pengetés idépontjé-
tél egy periddus feléig. Figyeljik meg, hogy a hur
toréspontja kettévalik, ¢ sebességgel halad a lezé-
rasok irdnydba, majd azokrodl visszaverédik. A hur
rezgésalakja a kezdeti elmozduléds egyenesei altal
kifeszitett paralelogramman beliili palyat ir le.

u(x,t) = (2.53)

A modalis koordinatak meghatarozasa

Bar a hur wu(z,t) rezgésalakjat meghatdroztuk
az U, egyiitthatdk ismerete nélkiil, mégis érde-
mes megvizsgalnunk, hogy a hur mddusai milyen
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2.6. abra. A pengetett hur u(x, t) alakjanak
pillanatfelvételei. A kék gorbe a pozitiv irdAnyban
haladé ug(z — ct)/2, a z6ld gorbe a negativ

iranyban haladé ug(z + ct)/2 rezgésalakokat
mutatja, a piros gorbe a ketté Osszege.

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI

aranyban vesznek részt a megoldasban. A (2.50)
egyenlet szerint az U, értékek a kezdeti ug(z) ki-
térésfiiggvény modalis koordinatdi, melyek értékét
a példdban megismert médon az aldbbi integ-
ral felirasaval kaphatjuk meg:
(n,uo) _ 2 /L .
U,=——"%+=— ug(x) sink,zdz. (2.54)
<wn7 ¢n> L 0 0( )
Az integralds parcialis integralas segitségével elvé-
gezhetd, a megoldas

2L?
— sin k, xg.

= —=—— 2.55
m2xo(L — zo) n? (2.55)

Az eredmény szerint a pengetett hur felharmoni-
kusainak amplitiddardnyait az 1/n? tag hatdrozza
meg, vagyis a felharmonikus amplitiddk az n mé-
dusszammal négyzetesen csokkennek. Példaként a
negyedik felharmonikus mar 24 dB-lel, a tizedik
felharmonikus pedig 40 dB-lel gyengébben rezeg
az alapharmonikusnal.

A sin k,z( tag a négyzetesen csokkendé burkoldt
egy harmonikus taggal silyozza, melynek periédu-
sat a pengetés x-val meghatarozott pozicidja befo-
lyésolja.

Ha a hurt pont a felez6pontban pengetjiik, vagy-
is 9 = L/2, akkor a harmonikus tag sin(nm/2),
aminek értéke pdros felharmonikusok esetén zé-
rus, a paratlan felharmonikusokra pedig felvéltva
+1 illetve —1. Tehat a hdrban csak az els6, har-
madik, 6tédik stb. felharmonikusok jelennek meg
valtakozd elbjellel, négyzetesen csokkend ampliti-
déval, ahogy a[2.7|(a). dbra mutatja.

Ha a hart a hossz hatodandl (zp = L/6) pen-
getjiik, akkor a hatodik, tizenkettedik, tizennyol-
cadik stb. felharmonikusok esnek ki a kezdeti fel-
tételbdl, és természetesen a valaszbdl is, ahogy az
a[2.7(b). 4bran lathatd.

Latjuk tehat, hogy a pengetés pozicidja alapve-
téen befolyasolja a hur rezgésének frekvenciatar-
talmat, és igy természetesen a rezgd hur hangja-
nak szinezetét is. Minél kozelebb pengetjiik a hirt
a lezarashoz, anndl ddsabb lesz a spektrum nagy-
frekvencids része, ami a megszdlalé hang élesedé-
sét eredményezi.

A hangszertestre kifejtett eré

A[2:6] 4bra alapjan hatdrozzuk meg a htr bal olda-
li végpontja altal a befogasra kifejtett erd idofiig-
gését. Ez azért fontos, mert ez az erd gerjeszti a
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2.7. abra. Pengetett hur kezdeti ug () kitérésfiiggvénye és annak felharmonikustartalma kiilonboz6
pengetési pozicidk esetére. A spektrumok esetében a kék vonalak a pozitiv, a piros vonalak a negativ
értékeket jelolik, a fekete szaggatott vonal az 1/n2-es burkolét mutatja.

hangszertestet, melynek gerjesztett rezgései suga-
rozzék lea hangszer hangjét (akusztikus hangszer

SN N4

F(0,t) = Ssin¢(0,t) ~ Su’(0,t) (2.56)

képlet alapjan hatdrozhaté meg, vagyis a hur ki-
térésének x szerinti derivaltjaval aranyos. Az egy-
szerliség kedvéért jeloljiik a hir kezdeti hdromszog
alakjanak « = 0-beli meredekségét a-val, az z = L
poziciobeli meredekséget pedig —b-vel. A két érték
pontos meghatarozasa

Uy

2L b=
Lo

UO

A (2.57)

At = 0ést = T/2m idépontok kozott a balra
htzdédé toréspont még nem éri el az x = 0 pozici-
ot, tehat a hur kezdeti meredeksége a. At = T/2m
pillanatban (mindossze egyetlen pillanatig) a hur
kezdeti meredeksége (a — b)/2, majd el6jelet valt,
ésegészenat =T (1—1/2m) idépontig a —b ér-
téken marad. At = T - (1 — 1/2m) id6pillanatban
értéke ismét (a — b)/2 lesz, majd a periédus végéig
a konstans maximalis a értéket veszi fel. Az ered-
ményként kapott négyszogijel leirasa tehat

S —L <t <L
F(0,) = { §7im2) t— +.L
—m 1
S(m—l)L 2m <t<T (]‘ - ﬁ)

(2.58)
A negyszogjelet a[2.8] dbra mutatja az m = 2 és
= 6 esetekre. Az m = 2 esetben a = b, igy

a négyszogjel szimmetrikus. Az m = 6 esetben a
szimmetria megbomlik, és roévid idejli nagy pozi-
tiv er6impulzusokat hosszu ideji gyengébb nega-
tiv iranyu eréhatasok valtanak fel. Figyeljiik meg,
hogy a négyszogijel teljes periddusa alatti elbjeles
tertilet zérus.

A hur egyes pontjainak elmozdulasa

Elektromos hangszerek esetében nem a hang-
szertestre kifejtett er6, hanem sokkal inkabb a
hur egyes pontjainak elmozdulédsa bir jelentésebb
akusztikai tartalommal. Az elektromos gitar mag-
neses hangszeddje egy tekercselt allandémagnes,
melyet kozvetleniil a gitar hurja ald helyeznek.
A htir mozgasa a tekercsen atfolyéd magneses fluxus
kicsiny valtozasat eredményezi, ami a tekercsben
fesziiltséget indukal. Az indukalt fesz{iltség lesz az
elektromos gitar kimeno fesziiltségjele.

Ha a hangszedoét a gitarhir egy médusanak cso-
mopontja ala helyezziik, akkor az a felharmonikus
nem lesz hallhaté a vett jelben. A tébbi felharmo-
nikust is annak fiiggvényében csillapitja a hangsze-
d6, hogy mekkora a hozzdjuk tartozé modusalak
amplituddja a hangszedd pozicidjaban. A hangsze-
d6 pozicidjanak hatésa tehat teljesen analég a ger-
jesztés pozicidjanak hatdsdval. Minél kozelebb he-
lyezziik el a hangszed6t a hurlabhoz, anndl disabb
lesz a vett hangjel felharmonikustartalma, és annél
gyengébben szoélalnak meg az alapharmonikushoz
kozeli sajatfrekvencidk. Egy modern elektromos gi-
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2.8. dbra. A pengetett hur vége altal a megfogasra kifejtett erd idéfliggése kiilonb6z6 pengetési pozicidk
esetére—(A) m=2¢és (b)) m =6

tar 4-5, kiilonb6z6 pozicidban elhelyezett hangsze-
dot tartalmaz, melyek kozott a jatékos kapcsoldval
valaszthat, illetve azok jeleit tetszés szerint kever-
heti.

2.7. példa Hangszedd pozicidja

Egy L hosszu elektromosgitar-hurt az z pozici-
oban pengetiink, és a hangszed6 az x; poziciéban
veszi a hur rezgését. Melyik felharmonikus lesz a
leger6sebb a vett jelben?

A gerjesztés pozicidja a hur modalis koordinatait
befolyésolja az

1
U, « — sin (E)
m

1
5 = —sink,xo
n

n2
képlet szerint. A vételi pozicié hatdsa a modusala-
kok x1-beli értékével valg stilyozas, vagyis a vett jel
felharmonikustartalmét az

1
U, x — sin k,xq sin k,z1 (2.59)

n2

képlet hatdrozza meg.

2.4.4. Utéssel gerjesztett hirok rezgé-
sei

A tovabbiakban zenei alkalmazasként megvizsgal-
juk az impulzusszerl erével megiitott hiur rezgése-
it. Ez az alkalmazas nyilvanvaléan a zongora vagy
a cimbalom gerjesztési modelljéhez fontos.

A hur gerjesztése egy eréimpulzus lesz, ami az
x = x¢ poziciéban, koncentraltan hat. Az er6im-

pulzus matematikai lefrasahoz az inhomogén hul-
lamegyenletben definialt g(x) gerjeszt6 tagot adjuk
meg:

g(x,t) = F(t)d(xz — o), (2.60)

ahol az erd F(t) idofiiggése egy At szélességl
négyszogimpulzus:

F(t) = Fo[e(t) — e(t — At)]. (2.61)

Impulzusszerii terhelés mint kezdeti sebesség
feltétel

A tovabbiakban megismerjiik, hogy miként irhat6
at a nyugvo hurra haté impulzusszer( erégerjesztés
ekvivalens kezdeti sebesség feltételre. Ez az atiras
azért elény0s, mert a kezdetiérték probléma megol-
désa konnyen elvégezhet6 a modalis szuperpozicié
modszerével, mig a gerjesztett valasz meghataro-
zasa altalaban Laplace-transzformacié alkalmaza-
sat igényli.

Ha az eréimpulzus elég gyorsan véget ér, akkor
az impulzus eltinéséig az impulzus altal gerjesz-
tett rezgések nem érik el a hurlezarasokat, vagyis
»,az er6impulzus a hurt végtelennek latja”. A két
félvégtelen hir bemend impedancidja 2uc (lasd
a[2.3.4] fejezetet), aminek értelmében a gerjesztési
pont sebessége

F(t) Fy

v(zo, t) = 2uc  2uc

[e(t) —e(t—At)]. (2.62)

A At id6 eltelte alatt a hir rezgéséllapota c¢ se-
bességgel terjed mindkét lezards iranyaba, igy t =
= At-ben a hur sebességeloszldsa egy xy korili,
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2cAt szélességli négyszogfiiggvény lesz:

F,
v(x, At) = Qch [e(xo + cAt) — e(xg — cAL)],
(2.63)
ami alatti teriilet FyAt/u. Helyettesitsiik ezt a se-
bességeloszldst egy ekvivalens impulzussal:

v(z, At) = %Até(x — ). (2.64)
Ez a sebességimpulzus lesz az ipulzusszerii erével
ekvivalens kezdeti sebesség feltételiink.

Eredményiinket 6sszevetve (2.60)-nal, elmond-
hatjuk, hogy a t = 0-ban megjelend, és At ide-
ig fennmaradé g(x) terheléssel ekvivalens sebesség
kezdeti feltétel altalaban

_9l@)
v(z,0) = . At.

(2.65)

A valasz spektralis jellemzése
Oldjuk meg tehat az alabbi kezdeti érték feladatot:
A (x,t) = iz, t)

u(z,0) =0

i(2,0) = %Até(m ~ ) (2.66)

A valaszt keressiik modalis szuperpoziciéval. Mi-
vel szabadrezgéseket keresiink, a modalis koor-
dinatdk w, frekvencidju harmonikus fiiggvények
lesznek:

u(z,t) = Z Uy sin(wimt + ©m)0n(x).  (2.67)

m=1

Az u(x,0) = 0 kezdeti felételb6l a médusok fiigget-
lensége miatt kovetkzik, hogy ¢,,, = 0. A sebesség-
feltétel az elmozdulas id6 szerinti derivalasaval

U(.Z‘,O) = Z Umwnld)n(z) (268)
m=1

Az U, egylitthatékat az egyenlet v, mddusalakkal
val6 skalaris szorzasaval kaphatjuk meg:

wn |||

2Fy At [*

=2 [ nla)ite — o
- 2FOAt ¢n(x0) o 2FOAt sin kn$o
e no n

n

(2.69)

e
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Az eredménybdl kiolvashatjuk, hogy az eréim-
pulzussal iitétt hurok felharmonikusainak ampli-
tadéi 1/n szerint csokkennek, szemben a penge-
tett htirok esetében fennéllé 1/n2-es csokkenéssel.
Ez azt jelenti, hogy az iit6tt htiroknak erésebb a
nagyfrekvencids tartalmuk, igy élesebben szdélnak a
pengetett hiroknal. A sin &,z tagbdl kiolvashatd,
a spektrumvonalak sz{irésében nyilvanul meg, pon-
tosan ugyanugy, mint a pengetett esetben.

A valasz jellemzése az id6tartomanyban

A valasz id6tartomanybeli jellemzéséhez tegyiik
fel, hogy az F'(t) er6impulzus At szélességét min-
den hatdron tul csokkentjiik ugy, hogy az impulzus
alatti Q = FyAt teriiletet allandé értéken tartjuk.
Ekkor egy

F(t) = Qo(t)

idealis er6impulzust kapunk. A gerjesztés megjele-
nése utani kis idéintervallumban a gerjesztési pont
sebessége

(2.70)

v(@o, ) = Fff) - Q%Ca(t).

(2.71)

A sebesség alapjan a gerjesztési pont elmozdulasa
pedig

Q t
~ 2uc o

Q
o(r)dr = Quca(t).
(2.72)
Az x( pozicidban megjelend egységugras elmoz-
dulés nyilvan mind a pozitiv, mind a negativ x ten-
gely irdnydba c sebességgel fog terjedni, vagyis kez-
detben a hur elmozduldsa

Q _z—z
u(z,t) = {2#66 (t o) @ >

%E(t‘kx;cxo) T < Xg

u(zo, t) = /Otv(r)dr

(2.73)

ami egy szélesedé négyszdgimpulzust jelol.

A hurlezdrasokrdl sz616[2.3.2] fejezetben targyal-
tak szerint a befogott htirvégz6dés hatasa a hurvég-
z6désre kdzéppontosan tiikrozott, vagyis ellentétes
el6jeld ellenimpulzusok szuperpozicidjaval vehetd
figyelembe. Ezért, amint a szélesedé négyszogim-
pulzus egyik vége eléri a lezarast, az ellenimpulzus
kioltja azt, és a négyszogimpulzus {itk6z6 éle mint-
egy reflektalddik a lezarasrdl. Ett6l a pillanattdl egy
allando 2z szélességli négyszogimpulzus halad a
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2.9. dbra. Impulzusszer( erével gerjesztett hur
rezgésalakja egy peridduson keresztiil, rogzitett
idépontokban

hdrban, majd ide-oda verédik a lezarasokrol, min-
den reflexiéndl elGjelet valtva. A rezgésalak a
abran kovethetd végig egy periéduson keresztiil.

A kalapdccsal {itott hir lezardsan megjelen6 eré-
fliggvény konnyen meghatdrozhatd, hiszen az er6
az elmozdulas hely szerinti derivaltjaval aranyos.
Valahdnyszor egy négyszogimpulzus széle eléri a
lezarast, ott egy Dirac-delta erGimpulzus jelenik
meg. Az egymast kovetd felfuto és lefutd élek ref-
lexidi ellentétes irdnyt Dirac-delta eréimpulzusok-
ban nyilvanulnak meg. Mig tehat a pengetett hu-
rok édllandé erével felvaltva hizzak majd nyomjak
a befogdsi pontot, addig az {it6tt hurok ellentétes
irdnyd, de azonos nagysagu er6impulzusokkal , ko-
pognak” a hangszertesten.

2.4.5. Kalapdcs-har kolesonhatasmo-

dellek

Eddig csak azzal foglalkoztunk, hogy mi torténik a
hirral, ha r6vid, impulzusszerl erégerjesztés hat
rd. A kalapaccsal iitott hirok esete ennél lénye-
gesen bonyolultabb: itt a hurt egy zuhané kala-
pacs mozditja ki nyugalmi helyzetébdl, a kitéri-
tett huir pedig visszahat a kalapdcsra és lassitja
azt. A kolcsonhatas idétartama alatt a kalapacs és
a hur egyiitt mozog. Mindekozben rezgésimpulzu-
sok indulnak a kalapdcstol a hurlezarasig és verdd-
nek vissza. A lezardsokrdl visszaver6d6 rezgésim-
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2.10. dbra. (a) Koncentralt er6 hatasara kialakuld
statikus hurdeformacid, és (b) az érintkezési
pontban érvényes egyszabadsagfoku
kolesonhatasmodell

(@

pulzusok a kalapacsrdl ismét visszaver6dnek, ezal-
tal a kolcsonhatés ideje alatt meglehetésen bonyo-
lult rezgéskép alakul ki a htron.

A tovabbiakban 1ényeges egyszeriisitések mellett
vizsgdlunk kalapdcs-hur kolcsonhatdsmodelleket,
és emlités szintjén a valdésagot jobban leiré model-
leket is bemutatunk.

Nehéz kalapacs konnyt hidron

A kalapacs-hur kolcsonhatasmodellek egyik egy-
szerli eseteként vizsgaljuk azt a hataresetet, mikor
a kalapdcs M, tomege lényegesen nagyobb az L
hosszu hir tomegénél:

My, > pL. (2.74)
Ebben az esetben a hur tomege elhanyagolhato, és
csak a benne haté S feszitd erd visszatérité hatasat
kell figyelembe venniink.

A hur tomegének elhanyagolasa tugy is felfogha-
td, hogy a hurban terjed6 rezgések ¢ = /S/u se-
bességét végtelennek tekintjiik. Ha a hirban terje-
do rezgések sebessége végtelen, akkor tetszéleges
gerjesztés hatasara azonnal kialakul a hur allandé-
sult deformdcidja, vagyis a hur rezgésalakja min-
den idépillanatban a koncentralt kontakter6 hata-
sara kialakulé statikus deforméaciéval kozelithetd.

Tekintsiik a[2.10)(a) abrat. Az x( pozicidban u el-
mozduldsra kényszeritett hir haromszoég alakban
deformalddik. A deformdciét okozd Fiyy erd a hur-
ban jelen levé S feszit6 er6 keresztirdnyd kompo-
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nensével van egyenstlyban, vagyis

Fine = S (singg + sin¢o) , (2.75)

ahol ¢, és ¢o a hir két egyenes szakaszanak el-
fordulasi szogei. Kis elforduldsokra a szinuszok a
tangensekkel kozelithetk, vagyis

Ent:S(tan¢1+tan¢2):S(u+ U )7
o L — xo
(2.76)
ahonnan latszik, hogy a hur
Fine S
Ki=—=——— 2.
u xo X (L — x0) @.77)

merevségli rugéval modellezhetd, ahol x a replusz
miveletet jeloli.

Az egyszer(sitett modell a [2.10|(b) 4brén latha-
td. Az My, tomeg(i kalapacs a ¢ = 0 id6pontban v
sebességgel esik a K, merevségli hurra. Innent6l
egy egyszer( tomeg-rugo rendszerrel van dolgunk,
melyet ug = 0 kezdd poziciébdl vy kezd6 sebes-
séggel hozunk rezgésbe. A tomeg elmozduldsanak
idofliggvénye egy szinuszgorbe fél periddusat jarja
be, majd a tomeg —uv, sebességgel elhagyja a hurt.
A kontaktus T idGtartama a tOmeg-rugd rendszer
sajatrezgésének fél periddusideje, vagyis

T K
TZ*7 wo = >
wo Mh

(2.78)

Koénnyen meghatdrozhat6 a har kontaktpontjdnak

maximalis elmozduldsa is. A vo maximalis sebessé-

g, wy korfrekvencidju harmonikus rezgés kitérésé-
nek maximuma vg /wy.

A kontakterd idofiiggése pedig egy fél szinusz

impulzus
{K“’O sin(wet) 0<t< -
Fine(t) = { ° L (2.79)
0 egyébként

Konnyt kalapacs nehéz huron

Maésodik szélséséges esetként vizsgéljuk azt, mikor
a har nehéz, vagyis a benne haladd rezgések se-
bessége nagyon kicsi. Ebben az esetben a rezgé-
sek nagyon sokara reflektalédnak a hurlezarasok-
rol, vagyis a hur hataresetben végteleniil hosszu-
nak tekinthet6. A félvégtelen hur konstans r =
= pc bemend impedanciaval modellezhetd, vagy-
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@ I

T T = pc

(b)

2.11. abra. Végtelen hurra haté kalapacsgerjesztés
és a vele ekvivalens egyszabadsagfoku rendszer

is a végtelen hur kdlcsonhatds szempontjabdl rele-
vans modellje egy 2r = 2uc mechanikai impedan-
ciara vy kezdGsebességgel ejtett M, tomeg, ahogy
az a[2.11)(b) 4brdn is ldthatd.

A vizsgalt kezdetiérték-probléma:

=2rv(t) = Mpo(t) (2.80)
v(0) = vy, (2.81)
aminek megoldasa
v(t) =vee V7, t >0, (2.82)
ahol az id6éalland6
M,
=20 (2.83)
2r
A hur érintkezési pontjanak kitérése
t A, ~
u(t) = u(zo,t) = / o(f)di 2.84)
t=0
= voT (1 — e_t/T) . (2.85)

A v(t) és u(t) fliggvényeket a dbra mutatja.

A kozelitbleg végtelen hosszu hirban az érintkezé-

si pont u(t) elmozduldsalakja ¢ sebességgel halad

végig a huron, vagyis a hur tetszéleges pontja el-
mozduldsanak ido6fiiggvénye

u(z,t) = u(t — |z — zol/c). (2.86)

A kialakuld

a [2.13

elmozdulds pillanatfelvételeit
dbra mutatja az zp = 0 gerjesztési
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2.12. abra. Végtelen hurra esé kalapacs
sebességnek (fent) és elmozduldsanak (lent)
idéfiiggvénye

4,09 [l

x [m]

2.13. 4bra. Végtelen hurra esé koncentralt tomeg
altal ébresztett elmozdulas rezgésalak
pillanatfelvételei

pozicié esetére. Lathatd, hogy a pontszeri kala-
pacs dltal a hurra kifejtett térben koncentralt er6
toréspontos rezgésalakot eredményez. A valddi
kalapacsok véges Kkiterjedéstiek, igy a hurokban
torés természetesen nem alakul ki. Az dbrdn mu-
tatott rezgésalakok valédi véges hurokban addig
a pontig érvényesek, amig a hurvégrol reflektalt
rezgésalakok vissza nem érnek a megfigyelési
pontba.

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI

2.14. abra. Kiilonbo6z6
hangmagassag-tartomanyokban hasznalt
zongorakalapacsok (www.heckscher.co.uk)

2.4.6. A zongorahur gerjesztésének mo-
dellezése

A fent targyalt, analitikusan kezelhet6 kolcsonha-
tasmodellek természetesen igen egyszeriiek, és a
valds kolesonhatas leirasanak csak néhany aspektu-
sat képesek bemutatni. Az aldbbiakban a zongora-
kalapacsok mechanikai kialakitasat és modellezési
lehetéségeit ismertetjiik.

A zongorakalapacs egy keményfa magbdl és az
azt koriilvevo tobb rétegl filc bevonatbdl all (1asd
a abrat). Zongoranal alulrdl, pianinénal ol-
dalrdl iiti meg a hurokat. A kalapdcsok M) tome-
ge a basszushurokndl 11 g koriili érték, a magas
hangok tartomanyaig 3 g-ig csokken. A tomeg csok-
kentésével a kolcsonhatds idejét csokkenteni lehet
(lasd a osszeftiggést). Ez azért fontos, mert
idedlis esetben a kontaktid6 a szabadon rezgdé hur
fél periddusidejével egyezik meg.

A kalapdacs bevonata korabban pergamenbdl ké-
sziilt, de a 19. szazad éta tobbrétegl filc bevo-
natot alkalmaznak. A filc vastagsaga (vagyis ke-
ménysége) is valtozik a kiilonb6zé magassagu hu-
rok kozott, mert pusztan a kalapacstomeg valtozta-
tasaval az idedlis kontaktidétartam nem valdsitha-
té meg. Az igényes kialakitasi hangszereken a ka-
lapacsok filcbevonatat kalapdcsonként kiilon ,han-
goljak”, vagyis merevségét titdlag igazitjak a kivant
hangmagassaghoz.

A kalapdcsfilcet is figyelembe vévo egyszertsitett
kolesonhatasmodell esetén a kalapacsmag modellje
az elébbiekhez hasonléan koncentralt tomegpont,
a modell kritikus pontja a filc karakterisztikajanak
lefrasa.

A legegyszertibb modellek linedris filckarakte-
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risztikat alkalmaznak, melyben a filcre haté Fy erd
ardnyos a filc vy 6sszenyomdddsaval:

ahol K a filc merevsége.

A valés filemérések azt igazoljak, hogy a filcka-
rakterisztika nemlinearis, vagyis a nyomoeré a filc-
0sszenyomoddas p-edik hatvanyaval aranyos:

Ff = Kfuz}, (2.88)

ahol a p kitevé értéke tipikusan 2 és 5 kozott
mozog. Az egynél nagyobb kitev6 arra utal, hogy
dsszenyomdsra a filc keményedik. [[| Ebben az eset-
ben az ardnyossagi tényezd természetesen N/mP
dimenzidju. A valddi filcek tovéabbi fontos tulaj-
donsaga a hiszterézises viselkedés. Ez alatt azt kell
érteni, hogy ha a filcet F,., erdig 0sszenyomjuk,
majd a nyomoderdét megsziintetjiik, akkor a filc nem
nyeri vissza kezdeti vastagsagat. A hiszterézist gy
is felfoghatjuk, hogy a filc aktudlis 6sszenyomo-
dasat nemcsak a nyomoderd, hanem a filc elééle-
te is befolydsolja. Tipikus hiszterézismodellek ezt
a tulajdonsagot egy 7, id6allandoig visszaemlékezo
modellel valdsitjdk meg, melyben az aktudlis 6ssze-
nyomddas mellett figyelembe vessziik az elmult 7
id6 alatt mért 6sszenyomaodas atlagat is:

Py =Ky [0 - < t

T0 t—T10

u’]’c(f)df} (2.89)

A dbra egy nemlinedris és egy hiszterézi-
ses filckarakterisztikdt dbrdzol. A nemlinearitést a
p = 3 érték jellemzi, mig a hiszterézis paraméterei
7o = 5-1073 s és ¢ = 0.2. A hiszteréziskarakterisz-
tika érdekessége, hogy az elengedési szakaszban
a nyomoer6 negativva valik, vagyis a filcet 0ssze-
nyomas utan ki kell htizni a kezdeti filcvastagsag
visszadllitdsdhoz.

2.5. Csillapitott rezgések hurok-
ban

Mindeddig csillapitatlan hurokkal foglalkoztunk,
melyekben a pengetéssel életre keltett rezgésalak
az id6k végezetéig fennmarad. A valédi hirok ter-
mészetesen csillapitottak.

1 Adott u ¢ 6sszenyomodas esetén a filc lokdlis merevségét a
dFy/duy = pK f-u’]'fl, dsszenyomoédédsra monoton nove
derivélt adja meg.
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2.15. dbra. Nemlinearis és hiszterézises
filckarakterisztikdk p =3, 70 = 5- 1073 s és e = 0.2
esetre. A hiszterézises karakterisztikan a f6lsé
gbrberész az 6sszenyomaodasi, az also az
elengedési szakasz.

2.5.1. A csillapitas forrasai
Viszkozus csillapitas

A legjelentGsebb csillapitdsi forma a levegével va-
16 kolcsonhatds. Mikor a hur egy darabkdja halad,
a hurdarabka el6tti 1égrészben nyomasnovekedés,
a hurdarabka kogott pedig nyomascsokkenés jon
létre. A levegd aramolni kezd a nagyobb nyoma-
st térrészbdl a kisebb nyomadsu felé, és dramlas
kozben surlddik a hur anyagaval. A surlédas ko-
vetkeztében a hur mozgasi energiaja részben h6vé
alakul. A viszkézus sturlédasnak egyszert fizikai le-
irdsa a hur sebességével aranyos visszatérit6 ero.
A Az hosszt hurra haté visszatérité er6 AF = —
—pBvAx, ahol g a viszkézus csillapitasi allandé. Kis
frekvencian a 8 allandé frekvenciafiiggetlennek te-
kinthetd.

2.5.2. A csillapitott hur mozgasegyenle-
te

Tekintsiik ismét a hur Az hosszu darabjat, mely-
re a viszkozus csillapitasbol szarmazd, sebességgel
aranyos er6 hat, ahogy a abra mutatja. A har-
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2.16. abra. A hur Az hosszusagu darabja

darabra felirhat6 Newton-torvény alakja

g(x)Ax — fu(x)Ax+ S [sin ¢(z + Azx) — sin ()]

= pAza(z). (2.90)

A Az hosszelemmel végigosztva és a hataratme-
netet elvégezve az alabbi csillapitott huregyenletet
kapjuk:

g(x,t) — Bu(z, t) + Su”(z,t) = pii(z,t). (2.91)

A csillapitatlan (2.5) huregyenlethez képest egyet-
len véltozas a sebességfiiggd tag megjelenése.

2.5.3. Véges hosszu csillapitott hur sza-
badrezgései

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy milyen szabad-
rezgést végez egy magdrahagyott csillapitott hur.
Ehhez a homogén csillapitott hiiregyenletet vizs-
galjuk:

wii(x, t) + Bu(x,t) — Su” (x,t) = 0. (2.92)

A szabadrezgéseket a moddlis szuperpozicié elvé-
vel keressiik meg, vagyis az u(z, t) megoldast a[2.3]
abran mutatott mdédusalakok szuperpoziciéjaként
irjuk fel:

u(z,t) = Z an (), (x) = Z a (t) sink,x

n=1
(2.93)
Helyettesitstik be (2.93)-at (2.92)-be, eredmény-

ként az alabbi egyenletet kapjuk:

n=1

oo

(16t (£) + Bévn (t) + Skiroun ()] thn () = 0
" (2.94)

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI

A 1, (x) médusalakok linedris fliggetlensége miatt
az 0sszeg csak ugy lehet nulla, ha a zardjelen be-
liili tag minden n értékre kiilon-kiilon zérus. Ezt a
feltételt felirva — és (u-vel végigosztva) —

G (1) + gan(t) + %kian(t) =

G (1) + 2€nwncen (t) + wian(t) =0,

ahol bevezettiik a

B

= 2.96
S, (2.96)

&n

csillapitasi tényezoket, valamint kihasznaltuk a sa-
jatfrekvencidk és hulldmszamok kozti w, = kyc
Osszefiiggést.

A egyenlettel mér taldlkoztunk a csillapi-
tott tomeg-rugod rendszer esetében is, az Osszefiig-
gés a csillapitott tomeg-rugd rendszer szabadrez-
gésit adja meg. Az egyenlet megolddsa a kordbbi
eredmények felhasznalasaval

an(t) = e V™ (A, coswit + B, sinwit), (2.97)

ahol w} = w, /1 — &2 az n-edik moédus csillapitott
sajatfrekvencidja, 7,, = 1/£,w,, pedig az n-edik mé-
dus idéallanddja. Az eredmény szerint a csillapitott
hur szabadrezgései sordn a médusok exponenciali-
san csillapodé harmonikus id6fliggéssel rezegnek.
Az exponencidlis tag id6allanddja a hir paraméte-
reibdl kozvetleniil is kifejezhetd

1 2p
EnWn B

alakban. Latszik, hogy az idéalland6 nem fiigg a
moédusszamtol, vagyis viszkézus csillapitds esetén
minden mddus azonos idéédllanddval csillapodik.
A tovébbiakban el is tekintiink az id64llandé inde-
xelésétol.

(2.98)

Tn

2.8. példa Viszgkdzus csillapitds és idédllandé kap-
csolata

Adjunk becslést egy 2 g/m tomeg gitadrhur visz-
kézus csillapitasara, ha tudjuk, hogy a hur rezgés-
szintje 6t masodperc alatt csokken negyven deci-
belt.

A megadott informacidk alapjan meghatarozhat-
juk a huar 7 idéallandéjat, tudjuk ugyanis, hogy az
exponencidlis csillapodést leiré e~*/7 tag to = 5 s
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alatt 40 dB-t csillapodik, ami 100-szoros ampliti-
ddcsillapodasnak felel meg:

—to/T _ i
100’
ahonnan
T= 100~ 1,08 s.

A ([2.98) egyenletbdl kifejezhetjik a 3 viszkdzus
csillapitast:

2 2.2.107%k k
g2 _ 2210 kg/m oo 45 kg
T 1,08 s m-s

2.9. példa Viszkdzus csillapitds hatdsa a sajdtfrek-
vencidkra

Vizsgdljuk meg, hogy hallhaté hangmagassag-
csokkenést eredményez-e a viszkozus csillapitas
a példa gitarhtrja esetében, ha a csillapitatlan
hir alapharmonikusanak sajatfrekvencidja 100 Hz.

Mivel a hallhaté hangmagassag-eltérésekre va-
gyunk kivancsiak, a viszkézus csillapitds hatasat
centben fogjuk kifejezni. A csillapitott és csillapi-
tatlan sajatfrekvencidk eltérése centben

* n 1 €2
1200 log, ™ = 1200 log, Y L= n
Wn,

n

= 6001og, (1 — &£2).
Vizsgdljuk meg a &, értékek nagysagrendjét!

1 1 1
gnziz

TWn

1471073
n2m-1,08-100 n

Latjuk tehat, hogy a &, értékek az ezrelékes nagy-
sagrendtdl indulnak, és a médusszammal forditot-
tan aranyosan csokkennek. A kis &,, értékekbol ki-
indulva a 600 log, (1 — £2) mennyiség szamitdsdhoz
nyugodtan hasznalhatjuk a log, (1+ ) fiiggvény el-
s6foku Taylor-polinomjat
logy(1 + ) & 0+ ——
b2 - In2’
ahonnan

2 -3
)~ _goo b — —188-1077
6001og,(1 —&5) = 600ln2 = 3 cent
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Az eredmény még az n = 1 esetben is elképesz-
téen Kkicsi, ezredcentes, hallhatatlan hangmagas-
sagvaltozdst mutat, és a moédusszam novekedésé-
vel drasztikusan csokken tovabb. Elmondhatjuk te-
hat, hogy hangszerhtrok tipikus rezgései esetében
a viszkézus csillapitas hangmagasag-csokkent6 ha-
tasa teljességgel elhanyagolhatd.

2.5.4. Pengetett csillapitott hur

Alkalmazzuk a megolddst ismét az ug(z) ha-
romszogfiiggvény alakban el6feszitett és zérus kez-
do6sebességrdl magdrahagyott hir szabadrezgései-
nek vizsgalatdhoz!

A kezdeti elmozdulasfeltétel szerint

u(z,0) = Z o (0)Yn (@)

n=1

=Y Ann(x) =D Apsinkyz,  (2.99)
n=1 n=1

up(z) =

vagyis az A, egylitthatdk — a csillapitatlan esettel
megegyez6 modon — az ug(x) haromszogfiiggvény
(2.55)-ben mar bevezetett modalis koordinatai.

Folytassuk a megoldast a kezdeti zérus sebesség-
feltétel felirasaval:

0= i(2,0) =Y én(0)n(z). (2.100)

A (2.97)) id6 szerinti derivéltjabdl ¢, (0)-t kifejezve:

o

0= Z <_TA" + an;;) Un (),

n=1

(2.101)

vagyis — a médusalakok linedris fiiggetlenségét is-
mét kihasznalva —

AT)
B,=" =4
WnT

§7z

A teljes megoldasfiiggvény ezek szerint

(2.102)

u(z,t) =e /7 Z A, x
n=1

&n

X (cos wit+ sin w,jt) sin k.

(2.103)
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A[2.9] példa eredményei alapjén az eredményként
kapott kifejezést jelentésen egyszerGsithetjiik. Ki-
haszndlhatjuk ugyanis, hogy w; ~ w,,, illetve &, ~
~ 0, ami alapjan az egyszer(ibb

u(x,t) ~ e t/T Z A, coswptsink,r (2.104)

n=1

kifejezést hasznalhatjuk. A (2.99) kifejezés és
a (2.51) trigonometrikus azonossag alapjan ered-
ményiink ismét felirhaté

— ug(x — ct) + ug(z + ct)

u(z,t) ~ - (2.105)

alakban is, vagyis a csillapitatlan esethez képest
egyetlen 1ényeges eltérés az exponencidlisan csok-
kend szorzé a vélaszfiiggvényben.

2.5.5. Utéssel gerjesztett
htr rezgései

csillapitott

A tovabbiakban ismét megvizsgaljuk az impulzus-
szer( er6vel megiitott hir rezgéseit, de most az 4l-
taldnos leirasméd kedvéért a csillapitott hir esetét
vizsgaljuk, melynek mozgasegyenlete

wii(z,t) + Bu(x,t) + Su” (x,t) = g(x,t). (2.106)

A g(x,t) er6gerjesztés legyen mind térben, mind
idében koncentralt impulzus, mely a ¢t = 0 idépont-
ban és az x = xg pozicidban hat. Az impulzus ma-
tematikai alakja

g(x,t) = Qé(x — x0)d(t), (2.107)

ahol @ az impulzus erGssége, 6(x) pedig a Dirac-
delta fiiggvényt jeloli. Ez a fliggvény = = 0-ban
végtelen értéket vesz fel, mindenhol méshol zérus,
és teljestil ra a kivalasztasi tulajdonsag, miszerint

+oo
/ d(z — xo)g(x)dz = g(xo). (2.108)

— 00

A kivalasztasi tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy a
§(z) fliggvény dimenzidja 1/m, illetve 6(¢) dimen-
zidja 1/s. Mivel a htrra hatd g(z,t) erégerjesztést
N/m dimenzidban kell megadnunk, az @) gerjesz-
t6 mennyiség dimenzidja Ns. A () mennyiség egy
igen révid, konstans erej er6impulzus alatti terii-
let nagysagaként képzelhetd el.
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A megoldashoz ismét a (2.93)-ban bevezetett
modalis szuperpoziciét alkalmazzuk:

u(z,t) = i o () n (). (2.109)
n=1

A szuperpozicidt a hiregyenletbe helyettesitve és
u-vel osztva

o0

D [ (t) + 280wndin () + wian (t)] ¥n(z)

n=1

_ 9@t (2.110)
1

A tovabbiakban Laplace-transzformaciéval &t-
tériink az id6tartomanybd6l a komplex frekven-
ciatartomanyba. Kihaszndljuk, hogy a Laplace-
transzformdci6 az id6 szerinti derivaldst s-sel va-
16 szorzasba viszi 4t (most nem foglalkozunk a
kezdeti értékekkel, mivel azok zérusok), az alabbi
Laplace-transzformdlt egyenlethez jutunk:

Z (82 + 28pwps + wi) An(s)wn(x) = G(:Z 5)7
" (2.111)
ahol
G(z,s) = Qd(x — x0) (2.112)

a g(x,t) fliggvény Laplace-transzformaltja, A,,(s)
pedig az a,(t) fliggvény Laplace-transzformaltja.
Olyan kifejezéshez jutottunk, melynek bal oldala
egy id6fiiggetlen moddlis szuperpozicié. A mddus-
alakok ortogonaitdsa miatt felirhatjuk, hogy

(thn; G)

(5% + 26awns +wyr) Ap(s) = (W )

o L
—/ Q(S(m — zg)sinkpzdz.  (2.113)
Lo n

Az integralds konnyen elvégezhetd, kihasznalva a
Dirac-delta kivalasztasi tulajdonsagat:

2
(52 + 2&,wn S + wi) An(s) = —% sin k,,xg,
I

(2.114)
ahonnan a megoldasunk a komplex frekvenciatar-
tomanyban

_2Q sin knxo

A, (s) = —= .
() pL s? + 28w s + w2

(2.115)




2.5. CSILLAPITOTT REZGESEK HUROKBAN

Az o, (t) id6fiigg6 tagokat A, (s) inverz Laplace-
transzforméciéjévaﬂ(apjuk meg.

: *
_t/rSINWyt
*

an(t) = % sin k, zoe (2.121)

1 wy,

A htr rezgését leir6 teljes kifejezés végiil

. *
sinw;t .
- sink,x,

w

*
n

u(x,t) = &e*tﬁ i sin k,,x¢
’ /j,L n=1
(2.122)
de a csillapitas frekvenciacsokkent6 hatasat elha-
nyagolva, és az w! = w, = nwc/L kifejezést be-
vezetve hasznalhatjuk az alabbi egyszeriibb formu-
lat:
u(z,t) = &e_tﬁ Z 1 sin k,,xo sin wy,t sin k,x.
TC —n

(2.123)
A megoldas els6é konstans tagja az eréimpulzus
er6sségének és a hiur uc impedancidjanak hanya-
dosa. A masodik, id6fiigg6 tag az elmozdulas ex-
ponencidlis csillapoddsat irja le. A végtelen sorban
ismét taldlkozunk a sin k, o taggal, ami a felhar-
nak fiiggvényében, a pengetett hir esetével telje-
sen megegyezb maddon. Jelen esetben a felharmo-

nikusok amplitiiddja 1/n szerint csdkken.
2 Feladatunk az

1
Ly (2.116)
82 + 2fws + w?
inverz Laplace-transzformdcié meghatarozdsa. A szami-
tdst a részlettortekre bontds médszerével végezziik. A ne-
vez6 gyokei komplex konjugalt part alkotnak:

s0 = —€w + jwg, sH = —&w — jwg. (2.117)
A részlettortektre bontds folyamata:
1 1 1 1 (2.118)
(sfso)(sfsg)_ijd s—so s—sy/) '
Tekintve, hogy
1
£t { } = e%0%¢(t), (2.119)
S — 80
s (|
2jwg \s—s0 s—8;
— 1 sot _ o850t
= %y (e e >€(t)
jwat _ g—jwgt
e G B
2jwqg
i t
= o €Wt EREE (4, (2.120)

Wa
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U, [m]
o

0 L/m L
x [m]

2.17. &bra. A megiitott htr kezdeti ug(x)
elmozdulésat leir6 négyszogfiiggvény.

B = w—
t:ﬁ/lﬁ \F
t=2T/12
11 B
t=3T/12
1]
t=4T/12
t =5T/12

il 1
t=6T/12

e

2.18. dbra. A megiitott hir u(z, ¢) alakjanak
pillanatfelvételei. A kék gorbe a pozitiv irdnyban
haladé ug(z — ct)/2, a z6ld gorbe a negativ
irdnyban haladé —uq(x + ct)/2 rezgésalakokat
mutatja, a piros gorbe a kettd osszege.
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2.19. dbra. Impulzusszer( erével gerjesztett hir
rezgésalakja egy peridduson keresztiil, rogzitett
idépontokban

A rezgés ido6fiiggvényének felirdsahoz érdemes
ismét trigonometrikus atalakitdst végezniink. Fel-
hasznalva a

cos(a — b) — cos(a + b)

sinasinb = B (2.124)
azonossagot
>4
) = g™/ S ik
. o8 kn (2 — ct) — cos kn(x + ct) . (2.125)
2
4

A szumméban szerepl§ -1 sin (2X) tag nevezetes,
ez ugyanis a[2.17] abran lathaté négyszogjel csupa
koszinuszos tagot tartalmazé Fourier-sora. Ennek
alapjan felirhatjuk, hogy a megiitott hur elmozdu-
lasa

o t/T uo(x — ct) — ug(xz + ct)

t) =
u(a, 1 . ,

(2.126)

ahol uy az Q/2uc amplituddju, periodikus, paros
négyszogjel, ami az L/m pozicidban vélt eldjelet.

A szuperponalt jelelakot a [2.18}2.19] 4brdk mu-
tatjdk. Felismerhetjiik, hogy ugyanazt a megoldast
kaptuk, mint a csillapitdsmentes esetben, az egyet-
len 1ényeges eltérés a csillapitott id6fiiggés.

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI

2.6. Nemidealis hurlezarasok

Eddig mindig olyan tokéletes lezardsi esetekkel
foglalkoztunk, mikor a hur végét vagy szabadon
hagyjuk, vagy teljesen mereven lefogjuk. Vizsgal-
juk meg, mi torténik azzal a hudrral, melynek végét
koncentralt tomeggel vagy rugdval zarjuk le.
Induljunk ki abbdl, hogy a hur bal oldali (x =
= 0) lezéarasa tokéletesen merev, vagyis u(0,t) = 0.
Ekkor a hir harmonikus rezgését leird egyenlet

u(z,t) = Usin(kx) cos(wt + ¢) (2.127)

2.6.1. Lezaras koncentralt rugoval

Tekintsiik elGszor azt az esetet, mikor a hur lezara-
sa K merevségl koncentralt rugé. Ekkor a lezaras
egyenlete

F(L,t)  —Su/(L,t) _ —Sk cos(kL)

w(L,t)  u(L,t) sn(kL)

(2.128)
S/L mennyiséget, ekkor

Vezessilk be a Ko =
egyenletiink a

K,
—?OkL = tan(kL)

(2.129)
alakra egyszertisodik. A grafikus megoldast
a dbra mutatja. Amennyiben a lezaré me-
revség végtelen, ismét visszakapjuk a kL = nw
metszéspontokat, vagyis az idedlis hur sajatfrek-
vencidit. Ha a merevség értékét csokkentjiik, de
nagy véges értéken tartjuk, akkor a metszéspon-
tok lefelé tolédnak, vagyis a véges merevséggel
lezart hur sajatfrekvenciai kicsit alacsonyabbak az
idealis esethez tartozo6 értékeknél. A lefelé tolddas
mértéke kezdetben igen gyors, és az n modusszam
novekedésével egyre jelent6sebb. Ha a merevség
lényegesen kisebb a K, értéknél, a szabadon
hagyott hurlezaras esetét kapjuk vissza.

Ha a K/K érték elegendden kicsi, avagy a ru-
galmas lezdras elegendGen kemény, akkor a grafi-
kus megoldas helyett hasznalhatjuk a tanx fiigg-
vény els6foku Taylor-sorat:

(2.130)

tanx ~ r — nm,

ami szerint (2.129) atirhat6 az alabbi alakra:

Ky

f?kL = kL —nm. (2.131)
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: r
- - KOIK =0.1

-10
0

15
KL /T[]

2.20. abra. A (2.129) egyenlet grafikus megoldédsa

Atrendezve:

K
kL (1+ KO) = nm.

Latjuk, hogy a nemidedlis rugalmas hurlezarés a
hur hosszanak novekedéseként is felfoghatd, ahol
anévekmény AL = LKy /K.

(2.132)

2.6.2. Lezaras koncentralt tomeggel

Legyen masodik esetben a lezaras koncentralt to-
meg, vagyis a lezaras egyenlete:
F(L,t)
a(L,t)

=M, (2.133)

ahol a(z,t) a htr gyorsuldsanak hely- és id6fiiggé-
se. Az erd és a gyorsulds kifejezésével

F(L,t) —Su/(L,t) —Skcos(kL)
frnd - frng - frd _1\4-7
a(L,t) (L, t) —w?sin(kL)
(2.134)
ahonnan )
w M
t(kL) = . 2.135
cot(kL) = <5 (2.135)
Kihaszndlva, hogy w? = (kc)? = k2S/p,
cot(kL) = %kL, (2.136)
m
ahol m = ulL a hur tomege. A tranaszcendens

egyenletet grafikusan tudjuk megoldani, ahogy azt

0.5 1 1.5 2 2.5 3
KL/ Tt[-]
2.21. abra. A (2.136) egyenlet grafikus megoldédsa

a dbra mutatja. Az dbrdn a megold4s kiilén-
b6z6 tomegaranyokra lathatd. Amennyiben a leza-
ré tomeg végtelen, visszakapjuk az idedlis merev
lezaras esetét. Ekkor a metszéspontok a kL = nw
értékeken vannak, amik a mindkét végén lezart hur
sajatfrekvencidit definidljdk. Ha a lezaras tomege
elenyészé a huréhoz képest, akkor a szabad leza-
rashoz tartozd kL = (2n + 1)m metszéspontokat
kapjuk vissza.

Ha az M/m hanyados elegend8en kicsi, avagy
a lezar6 tomeg elegendden kis érték, akkor a gra-
fikus megoldas helyett hasznélhatjuk a cot x fiigg-
vény els6fokt Taylor-sorat:

2 1
cothW—x,

ami szerint (2.136) atirhat6 az alabbi alakra:

(2.137)

M—kll:%k[), (2.138)
2 m
ami atrendezve
M 2 1
kL (1 + ) - w (2.139)

Latjuk, hogy a nemidedlis hurlezards a htr hossza-
nak novekedéseként foghat6 fel, ahol a névekmény
hozzavetblegesen AL = LM /m.

Ha a hurt lezar6 tomeget nagyon nagynak felté-
telezziik a hur tomegéhez képest (M > m), akkor
a 4brdn a meredek 2 kL egyenes és a cot kL
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fliggvény metszéspontjait keressiik. Ekkor a cot z
fliggvényt az nmw kornyékén kozelithetjiik Taylor-
sorral:

ha (2.140)

cotz ~

|z —nr| < 1.
T —nm

A transzcendens egyenlet kozelitése pedig

M 1

—kL = —-+— 2.141
m kL —nn’ (2.141)
amibdl dtrendezéssel

m

Ebbél lathatd, hogy a nagy tomeggel lezart L
hossziisdgt hur ekvivalens egy L — AL hosszisagu
(rovidebb) idedlis, mereven lezart hurral, viszont
AL-re nem adddik az el6z6ekhez hasonl6 egysze-
rii kifejezés. Mivel a nagy tomeggel lezart hur egy
rovidebb, idealis hurral ekvivalens, a sajatfrekven-
cidk ebben az esetben az idedlishoz képest kissé no-
vekednek.

2.10. példa Nemidedlis lezdrds hatdsa a htir alap-
frekvencidjdra

Egy L = 40 cm hosszu gitadrhirban S = 70 N
feszité er6 hat. A hudr bal oldala mereven be van
fogva, jobb oldalét egy fa hurldb tartja a ab-
rdn vazolt médon. A hurldb keresztmetszetének te-
riilete A = 25 mm?, magassdga h = 4 cm. A fa
stirlisége p = 1300 kg/m3, Young-modulusa pedig
E =100 MPa. A hurlab kis frekvencidn jél kozelit-
het6 koncentralt elemes rendszerrel, melynek ru-
gomerevsége K = EA/h, tomege pedig a hurlab
tomegének fele. Hogyan hat a nemidealis lezaras a
hur sajatfrekvencidira ?

A hurlab K merevsége, m tomege és f, sajatfrek-
vencidja

K = EA/h = 62500 N/m,

Ah
m = pT —0,65-1073 ke,

1 /K
fo = —1/— = 1,56 kHz.
2tV m

Az fy sajatfrekvencia lényegesen magasabb, mint
a gitarhurok alapfrekvencia-tartomanya, tehat a
hur a lezards merevségtartomanyaban rezeg, és a
lezarast koncentralt rugdként latja. A nemidedlis

2. FEJEZET. HUROK REZGESEI
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2.22. dbra. Nemidealis hurlezaras és annak
koncentrdlt paraméteres modellje

(vagyis nem végtelen merevségii) rugalmas leza-
ras a hur sajatfrekvencidinak csokkenését eredmé-
nyezi. A sajatfrekvencia csokkenésének mértékét a
Ky/K tényez6 hatdrozza meg, ahol Ky = S/L =
=70 N/0,4 m = 175 N/m a hur ekvivalens merev-
sége. Mivel Ky/K <« 1, alkalmazhaté a hosszkor-
rekcid kozelitése, vagyis a kialakulé k& hullamsza-
mot meghatdrozé egyenlet

K
kL (1—|— K0> = nm.

A képletbdl kiolvashatd, hogy a nemidealisan lezart
htr latszdlagos hossza L' = L(1+ K/ K). A relativ
hosszvéltozas tehdt a K/ K értékkel egyezik meg,
ami jelen esetben

Ko  175N/m L

S0 P 981073,

K~ 62500 N/m 8- 10
Ez

1200 - logy (14 2,8-107%) = 4,87

kozel 6tcentes hangmagasssag-csokkenésnek felel
meg.



3. fejezet

Hangsorok és hangolas

A htirok rezgéseirdl sz616 fejezetben lattuk, hogy
az L hossztsagu, mindkét végén befogott hir sajat-
frekvenciai az f; = ¢/2L alapharmonikus frekven-
cia egész szamu tobbszorosei, vagyis f, = nc/2L,
ahol ¢ a rezgés terjedési sebessége a hurban. Mivel
egy megpenditett hir rezgésalakjaban az alapfrek-
vencia mellett az els6 néhany felharmonikus még
jol hallhatd, logikusnak tiinik, hogy az egymashoz
kézeli n rendszamu felharmonikusokat az alaphar-
monikussal egyiitt szélva természetesnek, kellemes
hangzdsunak érezziik. A hurok és harmonikusok
ezen tulajdonsdgadt mar felismerte Piithagorasz is,
aki a természetesnek hangzd, konszonans hangko-
z0k rendszerét a felharmonikus aranyok alapjan ir-
ta le.

Az elsé (n = 1) és masodik (n = 2) harmonikus
frekvenciaaranya 2/1, ez az arany a legegyszertibb,
Hlegtisztabb” hangkoz, a tiszta oktav (T8). Ha az
alapharmonikus frekvencidja f;, akkor a 2f; frek-
vencia anndl egy oktavval magasabban, a 4, frek-
vencia két oktdvval magasabban, a 2™ f; frekvencia
pedig m oktavval magasabban szdl. A zeneelmélet-
ben a hallhaté hangtartomdnyt oktdvokra bontva
kezeljiik, és hasznalt hangsorainkat dltalaban ok-
tavonként ismételjiik. A hallhaté tartomany oktav-
jainak megnevezéseit a tablazat tartalmazza.
A zongora legmélyebb hangja a szubkontra a (4, ,,
A0), legmagasabb hangja az 6tvonalas ¢ (¢, C8).

Az n = 3 értékhez tartozd, haromszoros frekven-
cidju harmadik felharmonikus nyilvan az alaphang
folotti els6 és masodik oktav kozott helyezkedik
el. Az alaphang oktdvtartomdnyéba vald letransz-
ponalashoz frekvenciajat kettével osztjuk, igy az
alaphanghoz képest 3/2 frekvenciaardny, az alap-
hangnal egy tiszta kvinttel (T5) magasabban meg-
szo6lalé hanghoz jutunk. Ez a hang az alaphangndl

1200 - log,(3/2) ~ 702 centtel magasabb. A kvint
bevezetésével a 2/1 aranyhoz tartozé oktavot két
hangkozre bontottuk: egy 3/2 aranyu kvintre és a
fennmaradé 2/(3/2) = 4/3 frekvenciaardny tiszta
kvartra (T4, ~ 498 cent).

3.1. A diatonikus hangsor

Az Skori gorogok a tiszta kvartot tovabbi két osz-
tépont beiktatdsdval hdrom hangkozre bontottdk,
és az gy kialakuld, négy hangbdl all6 hangsort tet-
rachordnak nevezték el. A tetrachord elsé és ne-
gyedik hangja tehat tiszta kvart tdvolsagra van. A
tetrachord osztépontjainak egyik fajta kialakitdsi
modja a diatonikus tetrachord, amelyben a tiszta
kvart két nagyszekundra (N2) és egy kisszekund-
ra (K2) bonthaté. Az egyetlen kisszekund helyzete
szerint hdrom tetrachordot kiilonboztetiink meg:

dor. : T4 =N2+ N2+ K2
frig. : T4 = N2 + K2 + N2
lid. : T4 = K2+ N2+ N2

A teljes oktav hangterjedelmet fel6lelé diatonikus
hangsor két tetrachordbdl all, melyeket egy nagy-
szekund valaszt el egymastél. Egy dér hangsor
hangkozei példaul:

N2 N2 K2 |N2|N2 N2 K2

ami a ma hasznalatos kottajel6lést
és abécés hangokat alkalmazva a
o) 2 |

i " —— i
A " T i ——
fey— i i
I T

c d e f g a h
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megnevezés zenei jelolés MIDI-szabvany  f4[Hz]
szubkontra C,,—H,, C0-BO 27,5
kontra C,—H, C1-B1 55
nagy C—-H C2-B2 110
kis c—h C3-B3 220
egyvonalas d =N C4-B4 440
kétvonalas ' —H" C5-B5 880
hiromvonalas " —n" C6-B6 1760
négyvonalas " —n" C7-B7 3520
Otvonalas " —p" C8-B8 7040

3.1. tdblazat. A hallhatd tartomdny oktdvokra osztdsa. A tabldzat az oktavok megnevezése, zenei
jelolése és a MIDI szabvany szerinti szamozasa mellett az egyes oktavok ¢ hangjanak frekvencidjat is
tartalmazza.

diatonikus hangsornak felel meg. Egyszer(i megfo-
galmazassal a diatonikus hangsor a zongora fehér
billentytiinek hangjaibdl all.

3.1.1. A diatonikus hangsor piithagora-
szi hangolasa

A pilithagoraszi hangolds a diatonikus hangsor
egyes hangjainak frekvenciajat egymadstol tiszta
kvint tavolsagra levé hangok alapoktavba transz-
ponalasaval hatarozta meg. Tekintsiik példdul a ko-
vetkez6, F hangrél indulé kvintldncot:

dl a/ el/ h//

3 4 5
)" @) @)
Hangsorunkban a C hang frekvencidjat va-
lasztottuk egységnyinek, és a szomszédos han-
gok frekvenciaardnya 3/2. Ha minden han-
got a kis oktdvba transzpondlunk (ketté6 meg-

felel6 hatvanyaval valé osztdssal vagy szorzds-
sal), a kovetkez6 diatonikus skdlahoz jutunk:

c g
O

wiv My

o) A I
[ n T ! i ]
7 d— T ! i i
I £an Y Il Il Il
y T
c d e f g a h c
19 s i3 a1 23 o
s 64 3 2 16 128
9 9% 256° 9 9 9 % 256
8 S 243 8 ] 8 243

Az abécés hangok alatti sorban a hangok c¢ alap-
hanghoz viszonyitott frekvenciaaranyait latjuk. Az
e hang frekvenciajat példaul ugy kaptuk meg, hogy
a két oktavval magasabb tartomanyban levd e”
hang frekvencidjat 22 = 4-gyel osztottuk, vagy-
is (3/2)*/4 = 81/64. A mésodik szdmsorban a

szomszédos hangok kozti nagy- és kisszekundok-
nak megfelel6 frekvenciaaranyok vannak feltiintet-
ve. Megallapithatjuk, hogy a piithagoraszi skalan
a nagyszekund frekvenciaardnya 9/8 (= 204 cent),
a kisszekund frekvenciaardnya pedig — példaként
az E — F hangkozt valasztva — (4/3)/(81/64) =
= 256/243 (= 90 cent).

A piithagoraszi hangsor kielégitének bizonyult a
kozépkori, korai polifonikus zenében, amikor a po-
liféniat lényegében oktav és kvint hangkozok al-
kalmazasara alapoztak. E hangkozok koziil ugyanis
mindkett6 tokéletesen tiszta e hangsorban.

3.1.2. A diatonikus skala tiszta hango-
lasa

A piithagoraszi skala 81 /64 frekvenciaaranyhoz tar-
tozé ¢ — e, f — a és g — h nagyterc hangkozei kelle-
metlen hangzasuak, b6vebbek a tiszta nagytercnél.
Ez a gorog és korai kozépkori zenében nem oko-
zott problémat, mert ekkor még nagytercet (a tisz-
ta nagytercet is) disszonansnak tartottak, és nem
hasznaltak a polifonikus zenében. A korai rene-
szanszban egyre Osszetettebbé valo polifonikus ze-
ne viszont elkeriilhetelenné tette az eddig elhanya-
golt 6todik felharmonikushoz tartozé tiszta nagy-
terc bevezetését. Az o6todik (n 5) felharmoni-
kus alapoktdvba vald transzponalasaval egy tj, 5/4
frekvenciaardnyhoz tartoz6 tiszta nagyterc N3, (~
~ 386 cent) vezethetd be, és lehet6ség nyilik egy
kvinteken és nagyterceken alapulé dj diatonikus
skdla konstrudldsara.

A tiszta diatonikus hangsor egy lehetséges meg-
valésitasi modjat mutatja az alabbi tablazat.
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A5/6
F2/3

e5/4 h15/8
cl g93/2

A tabléazat also sora a piithagoraszi kvintalapu ska-
la F-t6l d’'-ig terjed6 szakaszat jeloli, vagyis a viz-
szintes 1épéskoz ismét 3/2 frekvenciaaranynak fe-
lel meg. A fiiggbleges (felfelé iranyuld) lépésko-
z0k ebben a tdblazatban az 5/4-es tiszta nagy-
terchez tartoznak. Példaként az A hang frekven-
cidjat az F-bél a 2/3 - 5/4 = 5/6 mivelettel
kapjuk meg. A hangokat az alapoktdvba transz-
ponalva a kovetkez6 diatonikus skdldhoz jutunk:

d 9/4

o) . I
=i L T T 1
A L T T T T
1 £anY T T T
[ I
c d e f g a h c
4 3 5 15
1 2 2 2 2 R )
4 2
9% 10?167 9% 10 9% 1
8 9 15 8 9 8 15

Els6 ranézésre a tiszta diatonikus skala egyszeriibb
frekvenciaaranyokat tartalmaz, mint a piithagora-
szi, az e, a és h hangok alaphanghoz viszonyi-
tott frekvenciaardnyai egyszertisodtek. A szomszé-
dos hangkozoket vizsgdlva lathatjuk, hogy a skéla
harom kiilénb6z6 szekundlépést tartalmaz:

— Az e— f és h— ¢ kisszekund 1épéskoz frekven-
ciaardnya 16/15 (= 112 cent);

- Ac—d, f — g és a — h nagyszekundok frekven-
ciaardnya 9/8 (& 204 cent);

— A d — e és g — a nagyszekundok ardnya pedig
10/9 (=~ 182 cent).

A kétféle nagyszekundot megkiilonboztetendé be-
vezetjiik a 10/9-es ,kis nagyszekund” és 9/8-os
,nagy nagyszekund” elnevezéseket. A két nagysze-
kund frekvenciaaranya 81/80 (&~ 22 cent), ezt az
eltérést szintonikus kommanak nevezziik.

A szintonikus komma masik, ekvivalens defini-
cidja a piithagoraszi nagyterc és a tiszta hangola-
su nagyterc kozti eltérés. A pilithagoraszi skdlan a
nagyterc tavolsagot négy tiszta kvint 1épéssel, majd
két oktav visszalépéssel definidltuk, a tiszta skdlan
pedig egyszerlien az 5/4 ardnnyal. Kénnyen latha-
td, hogy a két definicid eltér, hiszen

4T5 — 2T8 > N3 3.1
illetve frekvenciaaranyokkal kifejezve
3/2)* 5
( é 2) > (3.2)
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Az eltérés mértéke pontosan a 81/80 ardnynak
megfelel$ szintonikus komma.

A most bemutatott tiszta diatonikus skéla el6nye,
hogy tisztan jatszhatd rajta minden, csupa fehér
billenyt(in jatszhat6 dar harmas, vagyis a

c—e—g
F—-—A—c¢
G—H-—-d

hdrmashangzatok. Ezek a hdrmasok egy 5/4-es
tiszta nagytercb6l és egy 6/5-6s tiszta kisterc-
b6l (K3) allnak. A durakkordok tisztasaga fon-
tos tulajdonsag, hiszen ezek a hangzatok ké-
pezik a ddr hangnem® harmoéniasorokban gya-
kori I — IV — V — I kadencia akkordjait:

I 1v v I

A diatonikus skaldn szintén tisztdn jatszhatdk az
A—c—eése—g—hmoll harmasok,dead— f—a
moll harmas mar nem, mert a d — f tavolsag egy
szintonikus kommaval sz(ikebb a tiszta kistercnél,
illetve a d — a tavolsag szintén ennyivel sziikebb a
tiszta kvintnél.

Megjegyezziik, hogy a d hang szintonikus kom-
maval vald leszallitasaval szerkeszthet6 olyan tisz-
ta hangsor, melyen minden moll harmas tisztan
jatszhatd. Konnyen lathaté azonban, hogy ezen a
skdlan viszont sériill a G — H — d dur akkord tiszta-
saga.

Latjuk tehat, hogy a tiszta hangolas pusztan elne-
vezés, valdjaban ténylegesen tiszta hangoldsu hét-
foku rendszer nem létezik.

3.1. példa Hétfokil skdla tiszta hangoldsa

Egy hathuros E-A-d-g-h-e’ hangolasu akusztikus
gitart ugy hangolunk fel, hogy szomszédos hurjai
tiszta kvart illetve nagyterc hangkoézoket adjanak
ki. Mekkora az E és e’ hurok alaphangjai kozti frek-
venciaarany? Mekkora a tiszta két oktavtdl vald el-
térés centben?

A Kkét e-hur kozti frekvenciaarany

320

4/3-4/3-4/3-5/4-4/3 = "=



36
00 € o0
F G
0.0 0.0
B D 21.51
0.0 0.0
2 A 9%
-23. 0.0
G# E
-23.46
0.0 0.0
c# H
00 gy 00

3.1. abra. A tizenkétfoku skdla piithagoraszi
hangolasa a kvintkoron. Az egyes hangokat
0sszekotd vonalak szinezése a tiszta
hangko6zokhoz képest mért eltérést jeloli.

Ennek a tiszta két oktavtdl vald eltérése centben

320/81
1200 - log, /

80
= 1200 - log, 3= —21 cent

(3.3
ami a szintonikus komma.

3.2. Tizenkétfoku hangsorok

Amint lattuk, mar a hétfoku skdla tiszta hangoldsa
is lehetetlen. A zongora fehér billenytiihez rendelt
frekvenciaértékek rogzitésekor bizonyos hangko-
zOk tisztasagat el6nyben kell részesiteniink masik
hangko6zokkel szemben. A helyzet tovabb bonyolo-
dik a tizenkétfoku hangsor bevezetésekor, amely a
fehér billentylk tetsz6leges szomszédos, nagysze-
kund tdvolsdgra levé hangjai kozti félhang oszta-
sokat is tartalmazza.

3.2.1. A tizenkétfoku skala piithagora-
szi hangolasa

A tizenkétfoku skala piithagoraszi hangoldsa a
diatonikus skalanal bemutatott modon, a tiszta
kvintekbdl allé teljes kvintkor felirdsaval torténik.
A abran lathatd kvintkor tartalmazza mind a
tizenkét félhangot tgy, hogy a szomszédos hangok
egymastol kvint tavolsdgra vannak. A kvintk6ron
az O6ramutatd jarasaval megegyezd 1épéskoz 3/2
frekvenciaszorzdénak felel meg.

3. FEJEZET. HANGSOROK ES HANGOLAS

A kvintkoéroén — csakigy, mint a zongora billen-
tylizetén — az Fsz és Disz hangok kozott pontosan
hét oktdv az eltérés, vagyis tizenkét kvint megegye-
zik hét oktavval. Valdjaban tiszta 3/2-es kvintekkel
és oktavokkal szdmolva azonban (3/2)'* > 27, az
eltérés mértéke pedig

(3/2)" 531441

= 3.
27 524 288 3.4

= 23,46 cent

Ezt a hangkozt a pilithagoraszi skdla enharmoni-
kus kommadjanak, vagy egyszeriibben piithagoraszi
kommanak nevezziik, a Disz és Esz hangok pedig
enharmonikus part alkotnak.

Ha a zongora hangjait a teljes kvintkor alapjan
definialjuk, valasztanunk kell az enharmonikus pa-
rok, esetiinkben az Fsz és a Disz hangok koziil.
Amennyiben az Esz mellett dontiink, vagyis az
Esz — B kvintet definialjuk tisztan, akkor a Gisz —
— FE'sz kvintiink nem lesz tiszta, hanem anndl egy
piithagoraszi kommaval sztikebben sz6l. Igy az Esz
hangra épiil6 piithagoraszi hangolds esetében ke-
riilni kell az olyan harméniakat, amik az Asz — Esz
kvint hangkozt tartalmazzak.

Lattuk, hogy a piithagoraszi skdla nagyterc hang-
kozei a 21,51 centnyi szintonikus kommaval b&veb-
bek az 5/4-es tisza nagytercnél. A tizenkétfoku pii-
thagoraszi skaldn négy olyan 1ij nagyterc hangkoz
is van, ami harom tiszta kvintre és a tiszta kvint-
nél 23,46 centtel szikebb Gisz — E'sz hangkozre
épil. Az emlitett hangkézok a H — Esz, Fisz — B,
Cisz — F és Gisz — C nagytercek (illetve sziki-
tett kvartok). Ezen hangk6zokben a szintonikus és
plithagoraszi kommak majdnem kiegyenlitik egy-
mast, igy minddssze 195 centtel, vagyis egy schis-
maval sziikebbek a tiszta nagytercnél.

A schisma ekvivalens definicidjat igy kapjuk, ha
a[3.1] dbran pl. az F'sz hangtdl indulva nyolc tiszta
kvintet 1épiink fel, majd a kvintkort egy nagyterc-
cel (H — E'sz) zarjuk be. A kvintkor zardsdhoz a
nagytercet a tiszta nagytercnél egy schisméaval szi-
kebbnek kell venniink, igy:

8T5 + 1N3 = 5T8 -+ schisma. (3.5)

3.2.2. A tizenkétfoku skala tiszta han-
golasa

A tizenkétfoku skala tiszta hangolasa a hétfoku ska-
ldéhoz hasonldan, tiszta kvinteken és tiszta nagy-
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3.2. abra. A tizenkétfoku skala tiszta hangolasa a
kvintkéron

terceken alapszik, ahogy a abra és az aldbbi
tablazat mutatja:

cisz  gisz  (disz’)
A e h Fisz'
F c g d
esz b

A téblazatban ismét tiszta kvint ugrdsnak felel
meg egy vizszintes 1épés, és tiszta nagytercnek felel
meg egy fiiggbleges iranyu ugras. Az esz — disz’
sarokhangokat vizsgdlva konnyen lathatd, hogy az
enharmonikus pdrok a tiszta hangolas esetén sem
azonos magassaguak, hiszen hdrom tiszta nagy terc
nem tesz ki egy tiszta oktdvot. A kiilonbségiik

(5/4)> 125 _

2 128

—41,1 cent (3.6)
ami a tiszta hangoldsu tizenkétfoku skéala enhar-
monikus kommadja. A kvintkor bezardsahoz tehat a
Gisz — FEsz (szlkitett szext) hangkéznek 41,1 cent-
tel b6vebbnek kell lennie a tiszta kvintnél.

Erdekességként jegyezziik meg, hogy piithagora-
szi skdldn a szlikitett szext a tiszta kvintnél szilikebb
hangoz, tiszta hangolasndl pedig anndl bévebbnek
adddik. Masként fogalmazva: Piithagoraszi skalan
az Fsz alacsonyabb a Disz-nél, tiszta skalan ma-
gasabb.

A skala tobbi kvinthangkozét vizsgalva megfi-
gyelhetjiik, hogy a D — A kvint mellett szintonikus
kommaval sziikebbnek adédik a B — F' és a Fisz —
— C'isz kvint, hiszen ezek harom tiszta kvintre és
egy tiszta nagytercre épiilnek.
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A tiszta skalan tokéletesen tisztan szélal meg hat
dur és hat moll akkord. A dur akkordok azok a hér-
masok, melyek a tdbldzatban L-alakban helyezked-
nek el. Az F-dur hangjainak elhelyezkedése példa-
ul

A
F ¢

Hasonléképpen a moll harmasok azok, melyek for-
ditott L-alakban lelhet6k fel a tablazatban. A H-
moll akkord hangjainak elhelyezkedése példaul

h  fis?
d/

Rovid vizsgalodds utdn beldthatd, hogy a tiszta
kvintekre és tiszta nagytercekre épiils tizenkétfoku
skala gyakorlatilag csak nagyon szlik korben hasz-
nalhaté. Legjobb példaként az aldbbi egyszer(i és
igen gyakori I — IV — V — I moll kadenciat emlit-
hetjiik, amely a tiszta skédldn egyetlen hangnemben
sem jatszhatd le tisztan.

I 1v v I

3.3. A hangsorok kiegyenlitése

A hangsorok kiegyenlitése vagy temperalasa alatt
olyan moédositdsokat értiink, melyek a kommak
szétosztasdra iranyulnak.

3.3.1. A negyedkommas kozéphangu
temperalas

A reneszansz idejébdl szarmazo és szazbtven évig
szinte egyeduralkodé temperdlt skdla a negyed-
kommas kozéphangu kiegyenlitett hangolas (quar-
ter comma meantone temperament), mely a kvint
enyhe sziikitésével egyenliti ki a szintonikus kom-
mat. Amint azt a kifejezésekben lattuk, a
szintonikus komma oka az, hogy négy tiszta kvint
bo6vebb két tiszta oktavnal és egy nagytercnél:

3\* 5
Z 922. =2
(5) ==

3.7
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3.3. dbra. A negyedkommads kozéphangu
temperalt skala a kvintk6ron

ahol az eltérés mértéke ~ 21,5 cent. A kiegyenlités-
hez 1j, szlikebb tiszta kvint definicidt vezettek be,
amelyre a fenti egyenl6tlenség egyenléséggé ala-
kul. Ha a kvint frekvenciaardnyat z-szel jeloljiik,
akkor

' =2%. (3.8)

5
4
ahonnan

=5

a kvint 1j frekvenciaaranya, ami = 5,4 centtel szi-
kebb a 3/2-es tiszta kvintnél. Ez az eltérés a szin-
tonikus komma negyede, innen a negyedkommas
kiegyenlitett hangolds elnevezés. Az ~ 5.4 centtel
szlikitett Gj kvintek szabad fiillel megkiilonboztet-
hetéek a tiszta kvinttél. Ez természetes, s6t sziik-
séges, hiszen a kozéphangu temperalt skédldra fiil
utan hangoltak a hangszereket.

A negyedkommads temperalt skala szerint han-
golt hangszereket altalaban az Fsz hangra épiil6

3.9

Esz,B,Fcgd a e h' fisz" cisz"" gisz""

kvintkor szerint hangoltdk be, ahogy a ab-
ra mutatja. Ez a kvintkor tizenegy v/5-0s kvmtle—
pést tartalmaz. A tizenkettedik kvint nagysagat a
kvintkor zdrasdval a Gisz — Esz tavolsdg jeloli ki
(ez valdjaban egy szlkitet kisszext), ami gyakor-
latilag a tizenegy temperalt kvint hét oktdvra valé
kiegészitése. A sziikséges utolsé lépés frekvencia-
aranya 27/ {‘/511 ~ 1,53. Ez a tizenkettedik kvint
~ 36 centtel bévebb a 3/2-es tiszta kvintnél. Az el-
térés annyira hamis hangkozt eredményez, hogy a

3. FEJEZET. HANGSOROK ES HANGOLAS

temperalt skala utols6 kvintjét farkaskvintnek ne-
vezték el. A farkaskvint hamissaga természetesen
maga utdn vonja mindazon nagytercek hamissagdt
is, melyek a farkaskvintet tartalmazé kvintnégyesre
éplilnek. Ezek a H — Fsz,a Fisz— B, a Cisz—F és
a Gisz — C nagytercek (melyek valéjaban sziikitett
kvart hangk6zok).

A negyedkommads temperalt hangolds a tiszta
kvinttdl valé paranyi, nem zavard eltérés aran ki-
egyenlitette a szintonikus kommat, és a beavatko-
zas utjan alkalmassa valt a két bé és két kereszt
kozti el6jegyzéssel irt darabok szinte teljesen tiszta
megszdlaltatdsara. Bonyolultabb, vagyis tobb mé-
dositott hangot tartalmaz6 hangnemekben irt dara-
bok jatszasara azonban a farkaskvint és a farkaster-
cek miatt nem volt alkalmas. Minél t6bb mddosito
jel van az el6jegyzésben, annal hamisabban szdl a
darab a negyedkommads temperalt hangolasban. A
hangolasi mddszer elénye viszont, hogy a gyakorla-
ti hangolasa viszonylag egyszer( volt, hiszen négy
temperalt kvint pontos beallitdsa utan csak tiszta
nagyterceket kellett kimérni. Az ezerotszazas évek
elejétdl egészen a XVII. szazad végéig szinte kiza-
rélagosan hasznaltak. Példaként Purcell és Vivaldi
negyedkommads kiegyenlitett skaldra {rtdk csemba-
16kisérettel jatszott miiveiket.

3.3.2. Jéltemperalt skalak

A joltemperdlt (well-tempered) skdla elnevezést
azon temperdlt skdlacsalddra alkalmazzuk, ahol a
modositott hangkozoket nem szisztematikusan, ha-
nem Onkényes rendszer szerint valasztjuk ki. A jol-
temperalt skaldk alkalmazéasanak célja altalaban a
teljes korli kromatikus transzpondlds volt. Ennek
érdekében nyilvanvalo cél a kvintkér bezarasanal
keletkezé farkaskvintek és farkastercek kiegyenli-
tése.

A leghiresebb jéltemperalt skdla Andreas Werck-
meister nevéhez fiz6dik, és Werckmeister-III névre
hallgat. A Werckmeister skdla a piithagoraszi kom-
mat négyfelé osztja, és a kvintkor négy 6nkényesen
kivalasztott kvintje,a C — G,aG — D,a D — A és
a H — Fisz kvintek kozt osztja szét. Eredményként
a abran lathaté kvintkort kapjuk.

A Werckmeister temperéalas elénye, hogy a kevés
modositott hangot tartalmazé hangnemekben vi-
szonylag tiszta, tiz centen beliili eltérés(i nagyterce-
ket eredményez. A sok mddosité hangot tartalma-
z6 hangnemekben a Werckmeister-temperalds gya-
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3.4. dbra. A Werckmeister-III jéltemperalt skdla a
kvintkoron

-0.0

00 Fz

3.5. dbra. A Kirnberger-féle jéltemperalt skala a
kvintkoéron

korlatilag a piithagoraszi skalat adja vissza tiszta
kvintekkel és b6 nagytercekkel.

A skéla lényeges tulajdonsaga, hogy minden
hangnem jatszhato, és minden hangnem eltéré. J.
S. Bach a Werckmeister-1II skalara komponalta A
joltemperdlt zongora cim mivét, mely tizenkét
kiilonb6z6 dur és tizenkét kiilonb6z6é moll hang-
nemben jatszott zongoradarabot tartalmaz. Tipiku-
san erre a skalara kompondlt Handel is.

Az ezerhétszdzas évek masodik felében sza-
mos alternativ joltemperalt skdla volt hasznalat-
ban. Megemlitjiik koziiliikk a Bach tanitvanya, Jo-
han Kirnberger német orgonista és zeneelmélész
nevéhez fliz6d6 temperdlast, mely a piithagora-
szi komma felezésén alapul. A hangolas kvintkorét

a[3.5] dbra mutatja.
A felezés két, fejenként 11,7 centtel szlkitett
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3.6. dbra. A Vallotti-féle jéltemperalt skéla a
kvintkoron

kvintet eredményez, melyeketa D — A és A — E
hangok ko6zott osztunk szét. Ennek eredményeként
aC — FE,G— H és D — Fisz nagytercek egy schis-
maval térnek csak el a tiszta nagyterctél, az F' — A
és az A — Cisz nagytercek 9,78 centtel b6vebbek
a kelleténél, a tobbi nagyterc pedig a pilithagoraszi
81/64 aranytnak felel meg.

Bemutatjuk ezen kiviil a Francesco Vallotti
olasz orgonista nevéhez fliz6d6 temperaldst, mely
a abran lathatd. Ennek 1ényege, hogy a piitha-
goraszi kommat hat egyenld részre osztjuk, és a hat
toredéket a diatonikus hangsort fel6lelé kvintlan-
con, vagyis az F' és H hangok kozti kvinteken oszt-
juk szét. Az eredményiil kapott hangsorban a kii-
16nb6z6 nagytercek igen széles valasztékaval, otfé-
le nagyterccel taldlkozunk: A kvintkor bal oldalan
fellelhet6 harom piithagoraszi nagyterc, a kvintkort
jobb oldalan pedig harom, 5,87 centtel b6 nagyterc.
A két széls6ség kozott folyamatos az dtmenet, ami
a kiiléonb6z6 hangnemek szines skéaldjat biztositja.

A Kirnberger és Vallotti-féle temperalt skéldk a
18. szazad masodik felében és a korai 19. szdzad-
ban voltak haszndlatosak. Ezeken a skalakon kom-
ponalt példaul Haydn, Mozart, Beethoven és Schu-
bert.

3.3.3. Az egyenletesen temperalt hang-
sor

A szintonikus és enharmonikus komma egyiittes ki-
egyenlitésére szolgalo teljesen kiegyenlitett hang-
sor elvét mar a 16. szdzadban is ismerték, gyakorla-



40
20 © -20
F G
-2.0 -2.0
B D
13.69
-2.0 -2.0
Eb A -1.96
-20 -2.0
G# E
-2.0 -2.0
c# H
20 g 20

3.7. dbra. Az egyenletesen temperalt skéla a
kvintkoron

ti elterjedésére azonban csak a 19. szdzad végefelé
keriilt sor, mikor lehet6vé valt a pontos frekvencia-
mérés. A hangsor az oktdvot tizenkét azonos Kkis-
szekund hangkozre bontja, melyek frekvenciaara-
nya /2 = 100 cent. Itt az egyenldség teljesen pon-
tos, a cent ugyanis definici6 szerint a temperalt kis-
szekund szdzadrésze. Természetesen az egyenletes
temperalas a piithagoraszi komma tizenkét részre
valé osztasat jelenti, ahogy azt a[3.7} dbra mutatja.

A kiegyenlitett skadlan az oktadvon kiviil tiszta
hangkoz nincsen. A hét félhangbdl allé6 temperalt
kvint ~ 2 centtel (vagyis észrevehetetlen mérték-
ben) szlikebb a tiszta kvintnél, a négy félhangbdl
allé nagyterc pedig a mar jécskan hallhatd ~ 14
centtel bévebb a tisztanal. A legkiemelked6bb elté-
rés a tiszta kisterc és a temperalt kisterc kozti majd-
nem 16 centes ,,hiba”.

A teljesen kiegyenlitett hangoldsndl minden
hangnem egyenérték(i: a kiilonb6z6 hangnemek-
ben lejatszott zenemii harménidi azonos mérték-
ben térnek el a tiszta hangk6zoktdl.

3.2. példa Tizenkétfokt skdla piithagoraszi han-
goldsa

Adja meg Esz-alapu piithagoraszi hangoldsu ti-
zenkétfoku skaldn a D-dur (D-Fisz-A) harmashang-
zat hangkozeinek frekvenciaardnyait, illetve adja
meg a hangkozok egyenletesen temperalt hangko-
zO0khoz mért eltéréseit centben!

Esz-alaptu piithagoraszi kvintkérén a D-A kvint
tiszta 2 : 3 aranyhoz tartozik, a D-Fisz nagyterc
pedig négy egymasra épiilé tiszta kvintbdl rakha-
té Ossze. Ezek alapjan a D-Fisz frekvenciaarany
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(3/2)*/2% = 81/64 (a hires piithagoraszi nagyterc),
a Fisz-A Kkisterc frekvenciaaranya pedig a kvintbdl
visszaszamolva (3/2)/(81/64) = 32/27.

A pilithagoraszi nagyterc temperdlt, azaz négy-
szaz centes nagyterctél valo eltérése

12001log,(81/64) — 400 = 7,82 cent (3.10)

A plithagoraszi kisterc temperalt, azaz haromszaz
centes kisterctdl vald eltérése

1200log,(32/27) — 300 = —5,87 cent  (3.11)



4. fejezet

Rudak rezgései

4.1. Bevezetés

A rudakat a hurokhoz hasonléan egydimenzios
rendszerként vizsgaljuk, vagyis feltételezziik, hogy
keresztiranyi méreteik 1ényegesen kisebbek a raj-
tuk megjelend rezgések hulldimhosszanal.

A rudak fontos tulajdonsdga a hurokkal ellentét-
ben az, hogy sajat merevséggel rendelkeznek, igy
kiilsé feszitd erd jelenléte nélkiil is rezgésbe hozha-
tok.

4.2. Rudak longitudinalis rezgé-
sei

El6szor rudak longitudinalis, vagyis hosszirdnyu
rezgéseit vizsgaljuk. A rezgések leirasakor a kovet-
kez6 feltételezésekkel éliink:

— A rud anyagi és geometriai paraméterei csak
hosszirdnyban valtoznak.

— Minden rezgést leiré mennyiség (elmozdulds,
er6) csak hossziranyban valtozik.

— Minden rezgést leir6 mennyiség (elmozdulas,
er6) hossziranyu.

4.2.1. A mozgasegyenlet levezetése

A rdd hosszirdnyu rezgéseit leiré mozgdsegyenlet
kiindulépontjai — a témeg-rugoé rendszerhez hason-
l6an — ismét Newton masodik térvénye és a Hooke-
torvény.

>
>
>
>
.
>
>

(b)

A

[ Av
4.1. abra. (a) Hosszu vékony rid deformacidja

huzéerb hatdsara. (b) A rud kicsi darabjara hato
belsé erdk.

A Newton-torvény differencialis alakja

Tekintsiik a ébrén lathaté rudat, melyre F
hossziranyu huzderével hatunk. A htuzder6 hata-
sara a rud hosszirdnyban megnyulik. Vizsgaljuk a
rid egy kis szakaszat, mely nyugalmi helyzetben
az ¢ és x + Ax poziciok kozott helyezkedik el. Er-
re a szakaszra kozvetlen kiilsé eré6 nem hat, mégis
deformaciét szenved. A deforméci6 oka az, hogy a
kiils6 gerjesztés hatdsara a radban huzé fesziiltség
ébred, ami a rid minden bels6é pontjara hatassal
van.

A belsé fesziiltségek fizikai jellemzéséhez képzel-
jlik el, hogy a rudat darabokra metssziik a kivalasz-
tott szegmens hatarold sikjai mentén, majd a kis
riddarabra er6vel hatunk annak érdekében, hogy
ugyanazt a deformaciot szenvedje, mint amikor a
rud részét képezte. Jelolje dF' a rudszegmens fe-
lilletének dA feliiletdarabkajara hat6 er6t. Ennek
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kifejezése definicid szerint

dF =o0dA 4.1

ahol a o skalaris mennyiség a riudban ébredé me-
chanikai fesziiltség (stress). A definicié sze-
rint ennek mértékegysége N/m?2. A dA feliiletelem
iranyitott, vagyis pozitiv, ha a feliilet kifelé mutaté
normalisa a pozitiv iranyba néz, és negativ az ellen-
kezé esetben. A definicid szerint egyértelmd, hogy
adott el6jelli o fesziiltség a riadelem két oldalén el-
lentétes irdnyu eré6khoz vezet, hiszen a normalisok
ellentétes iranytak. A szokdsos konvencid szerint
pozitiv mennyiségként jeloljiik a huzoé (tensile), ne-
gativ mennyiségként jeloljiilk a nyomé (compres-
sive) fesziiltséget.

Tételezziik fel, hogy a fesziiltség a rud kereszt-
metszete mentén allando, vagyis nem fiigg az y és
z koordinataktdl. Ekkor a rudszegmens hataroldfe-
lilletére hato teljes er6 kifejezése

F = / ocdA =onA (4.2)
A
ahol n = +1 a feliileti normalis iranyat jeloli.

[rjuk fel a rid « és z+Ax kozti darabjara Newton

masodik torvényét:

ZF:ma

Az erbket fejezziik ki a ridszegmens bal és jobb
oldali lapjan fellépo fesziiltségek, a tomeget a p si-
riiség, a gyorsuldst pedig az u elmozdulas segitsé-
gével:

(4.3)

o(x+ Ax) - (+A) +o(z) - (—A) = AxAp(x)i(z)
4.4)
ahol a bal oldalon szerepld +A és —A feliiletek
az eltéré normalis iranyokra utalnak. A Az hossz-
elemmel és az A feliilettel végigosztva, majd hatar-
atmenetet képezve, a Newton-torvény egydimenzi-
6s differencialis alakjat kapjuk:

o' (z,t) = p(z)ii(z,t) (4.5)

ahol a vessz6 az x koordinata szerinti derivalast je-
16i.
A Hooke-torvény differencialis alakja

Hooke térvénye azt mondja ki, hogy a riddarabban
haté o direkt fesziiltség aranyos a riaddarab relativ
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alakvaltozasaval. A Az hossziisagu szegmens rela-
tiv megnytldsa a szegmens két oldalan mérhetd u
elmozdulédsok segitségével az

lim u(x + Azx) — u(zx) — i/ (x)

Az—0 Az (4.6)

e(x) =

Osszefiiggéssel definidlhaté. Hooke tOrvényének
egydimenzios alakja pedig

4.7)

ahol ¢ az z irdnyu fesziiltség, F pedig a N/m? di-
menziéju Young-modulus.

A rud hullamegyenlete

Helyettesitsiik be a differencidlis Hooke-térvényt
leiré egyenletb6l a o fesziiltség kifejezé-
sét a Newton-torvény differencidlis alakjat megado
egyenletbe. gy, a p(z) stirliség helyfiiggését
egyelére elhagyva:

EAW (z,t) = pAii(z,t), (4.8)
illetve a
cr, = % (4.9)
mennyiséget bevezetve az
AGu'(x,t) = ii(z, t) (4.10)

hulldmegyenletet kapjuk.

Peremfeltételek

Mivel a hulldmegyenletiink térben mdsodrendd,
két térbeli feltételre van sziikségiink az egyértelmi
megoldashoz. A két feltételt véges L hosszusagu
rudak esetén rendszerint a két rudvégen megjele-
né elmozdulasok vagy er6k megadasaval realizal-
juk. A rdad két oldaldn megjelené erék kifejezése a
rud elmozduldsa segitségével:

Fi(t) = —0(0,t)A = —EAu/(0,1)

Fy(t) =o(L,t)A = EAU/'(L,t) (4.11)
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4.2.2. A longitudindlis mozgasegyenlet
megoldasa

Latjuk, hogy a hulldmegyenlet formailag tel-
jesen megegyezik a hturok keresztirdnyt rezgéseit
leiré hulldmegyenlettel. Az anal6gidt kihasz-
nalva, megdllapithatjuk az aldbbiakat:

— A végtelen rud longitudinédlis szabadrezgései
mindig felirhaték

w(z,t) =ut(cpt —2) +u (et + ) (4.12)

alakban, vagyis a pozitiv és a negativ tengely
iranyaban ¢y, sebességgel haladé impulzusok
szuperpozicidjaként, ahol cp-t a ossze-
fliggéssel definidltuk.

— A rudban haladé rezgésimpulzusok a me-
rev lezarasrol —1-szeres, a szabadon hagyott
lezarasrol +1-szeres amplitidéval verddnek
vissza.

— A két végén megfogott végtelen rid longitudi-
nalis szabadrezgései

hE

u(x, t) = an(t)wn(m)

Il
-

n

M

U, cos(wnt + ¢p,) sin kyx

U, cos (nclljﬂt + (;Sn) sin <$)

(4.13)

3
Il
—_

M

3
Il
_

alaku szuperpoziciéval irhatok fel, ahol az
egyes tagok az alapharmonikus f; = ¢, /2L
frekvencidjanak tobbszorosein megjelend allo-
hulldmok.

A hturegyenlet megoldasdhoz képest ujdonsag,
hogy a rudak esetében van értelme vizsgdlnunk a
szabadon hagyott végli rudak szabadrezgéseit is.
Két 4j esetet kiilonboztethetiink meg:

1. A rud mindkét vége erémentes.

2. A rud egyik vége be van fogva, a masik er6-
mentes.
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A két végén szabadon hagyott rud médusai

Vizsgéljuk el6szor az elsé esetet. A rud bal és jobb
végpontjan a o fesziiltségbol szarmazd F; és F;
er8k szerint az elmozdulés derivaltjdval ara-
nyosak, a zérus erd tehdt zérus elmozdulés derival-
tat eredményez mindkét oldalon. Ha a hur elmoz-
duldsanak helyfiiggését altalanosan

¥(x) = Asinkx + Bcos kx 414

alakban keressiik, akkor a bal oldali ¢’ (0) = 0 felté-
tel az A = 0 értékhez vezet, a jobb oldali ¢/'(L) = 0
feltételt kiirva pedig a
—Bsin(kL) =0 (4.15)
kitételhez jutunk, ahonnan kL = nm ésn € ZT.

Osszefoglalva: A két végén szabadon hagyott rid
modusainak alakja

nmw
n(x) = cos k,x = cos <Tl‘) (4.16)
a sajatfrekvenciak pedig
o nmcy,
Wn = i3 4.17)

ahogy azt a[4.2|(a). 4bra mutatja.

Az egyik végén befogott, masik végén szabadon
hagyott rad moédusai

Amennyiben a hur bal oldalat szabadon hagyjuk,
de jobb oldalat befogjuk, vagyis F; = 0 és u(L) =
= 0, akkor a

Y(L) = Bcos(kL) =0 (4.18)

feltételhez jutunk, aminek megolddsa kL = (2n —
—1)m/2,n € Z*, vagyis a rud médusainak helyfig-
gése

Y (x) = cos kpx = cos <(2712_Ll)7rx) 4.19)

a sajatfrekvenciak pedig

mer,(2n — 1)

5T (4.20)

Wp =

ahogy azt a[4.2|(b). dbra mutatja.
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4.2. dbra. (a) A mindkét végén szabadon hagyott rid ¢, (z) longitudinalis mdédusai. (b) A bal oldaldn
szabadon hagyott, jobb oldalan megfogott rid ¢, (x) longitudinalis mdédusai.

4.3. Ruad hajlité rezgése

Hajlité rezgések rudakban akkor jonnek 1étre, ha
egy hosszahoz képest kis keresztmetszet(i ridra ke-
resztiranyu er6vel hatunk. A gerjesztés eredménye-
ként a rid meghajlik, ahogy azt a[4.3] 4bra mutatja.
A deformadcidrdl az aldbbiakat tételezziik fel:

— A deformdcio sordn a rdd keresztmetszete val-
tozatlan alakt marad.

— A rad kozépvonala, az tigynevezett semleges
szal hosszvaltozasa zérus.

A fentiek értelmében a semleges szdl alatti és f6l6t-
ti hosszirdnyt alakvaltozas ellentétes iranyti: Ha a
rud lefelé hajlik, akkor a semleges szal folotti része
megnyulik, a semleges szal alatti rész pedig 6ssze-
hizédik. Mivel a keresztmetszet merev marad, az
alakvaltozas mértéke a semleges szaltdl mért y ta-
volsag linedris fliggvénye. Minél messzebb vagyunk
a semleges szaltdl, anndl intenzivebb a deformacio.

A hajlitas sordan a hurban nemcsak o direkt fe-
sziiltségek ébrednek, hanem 7 nyiré fesziiltség-
komponensek is megjelennek. A nyird fesziiltség
szintén skaléris, N/m? dimenzidji mennyiség, a di-
rekt fesziiltséggel analég médon definidljuk: Ha a
rud x pozicidjaban 7(x) fesziiltség uralkodik, akkor
az x pozicidban felvett dA iranyitott feliiletdarab-
ra dFy,(x) = 7(x)dA nagysagu keresztirdnyd nyir6

tagulas
4.3. abra. Rud hajlit6 rezgése. A deformdcié soran
a rud keresztmetszete nem deformalddik, csak
elmozdul.

er6 hat.

4.3.1. A mozgasegyenlet levezetése

A rudak hajlité rezgéseit leiré6 mozgasegyenlet le-
vezetéséhez Newton mdsodik térvényét, a nyoma-
tékok és erdk kozti kapcsolatot és a Hooke-torvényt
haszndljuk fel.

Tekintsiik a rud egy kivdlasztott szegmensét,
mely az x és x + dx pozicidk kozott helyezkedik
el. A szegmens deformélddasat a g(x) hosszegy-
ségre hatd kiilsé er6 mellett a rddban uralkodé di-
rekt o és keresztirdnyu nyiré 7 fesziiltségek okoz-
zdk. A nyir6 fesziiltségek a raddarab feliiletein F),
nyir6 er6ket eredményeznek. A o direkt fesziiltsé-
gek nem eredményeznek a keresztmetszetre hato
hossziranyu erdket, mert a semleges szal alatt és
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g(x)

s z+dz
4.4. dbra. A rdd dx hosszu szegmensére hat6 kiilsé
erdk, belsé erdk és nyomatékok

folott fellépd huzd és nyomd fesziiltségek kiejtik
egymast. A o direkt fesziiltségek eredménye a rud
keresztmetszetére haté M forgaté nyomatékok je-
lenléte.

Jelolje g(x) a rad egységnyi hosszu szakaszd-
ra hatd keresztiranyu nyiré erét. Ennek ismereté-
ben a rid dz hosszu darabjara hatd teljes kiilsé
er6 g(x)dz. A rudban fellép6 7 nyird fesziiltségébdl
szarmazo6 eréket a rud bal és jobb oldalan jelGlje
rendre Fy(z) és F, (z+dz). Fesziiltségbdl szdrmazo
er6kroél 1évén szo, ezek iranyai a feliileti normali-
soknak megfelel6en ellentétesek. A ridelem téme-
ge pdrA. Ezen mennyiségek ismeretében Newton
masodik térvényének alakja

g(x)dz + Fy(x +dx) — Fy(z) = pAdza(zx), (4.21)

ahol a a rudelem keresztirdnyu gyorsulasa. A dz
taggal osztva, majd a dz — 0 hatdratmenetet elvé-
gezve:

g(x) + Fy(z) = pAa(z). (4.22)

A ridelemben jelen levé direkt o fesziiltségekbdl
eredé nyomatékokat a rddelem bal és jobb olda-
lan jelolje rendre M (x) és M(x + dz). A 7 nyir6
fesziiltségekbdl szarmazé F, belsé nyiré erdk al-
tal az elemre kifejtett nyomaték F,(z)dz. Kis ki-
térések esetén a ridelem teljes nyomatéka (a rud-
elemre haté forgatényomatékok 6sszege) kozelito-
leg zérus[T]

M(x +dx) — M(z) + F,(z)dz = 0, (4.23)
ahonnan dz-szel leosztva, majd a do — 0 hatarat-
menetet képezve:

M'(z) + F,(z) =0 (4.24)

LA g(z) er8eloszlés altal keltett forgatényomatékot elha-
nyagolhatjuk, mivel ezt a g(x)x szorzat integrdlasaval
kapjuk, melynek eredménye (dz)? szorzét tartalmaz, ami
a dz — 0 hatdratmenetben zérust ad.
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4.5. abra. A hajlitott ridszegmensben ébredd
elemi nyomatékok

A rddelemben uralkodé o fesziiltségbdl szarma-
z6 M nyomatékok kifejezéséhez tekintsiik a [4.5
abrat. A rud kozépvonaldtdl y tavolsdgban a rud
semleges szdllal parhuzamosan futd ivdarabjanak
nyulasa

ly) =l (R+ya—-Ra y

8(y) = lO = Ra = E7

(4.25)

ahol R a rud gorbiileti sugara. A gorbiileti sugar
altaldnos u(x) fiiggvény esetén az

/2
1+ ()2 °
Osszefiiggéssel adddik, mely kis elforduldsok

(v/(z) < 1) esetén a keresztirdnyd elmozdulds ma-
sodik derivaltjabdl

R(z) ~ —u”(x) (4.27)
moédon szamithatd, ahonnan
e(x,y) = —yu” (). (4.28)

A Hooke-térvény szerint a semleges szaltol y ta-
volsagra uralkodo direkt fesziiltség

o(x,y) = Fe(z,y) = —Eyu’ (z), (4.29)
aminek értelmében egy d A feliileti szegmens &ltal
kifejtett elemi dM forgaté nyomaték (az abran je-
161t forgasi iranyban tekintve)

dM (z,y) = —o(z,y)dAy = By*u”(z)dA. (4.30)

A teljes forgatonyomatékot az elemi nyomatékok
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teljes feliiletre vett integralasaval kapjuk meg:

M(x) = /A M (z,y)

= [ Ey*u’(x)dA
A
= FEIu"(z), (4.31)
ahol
I= / y2dA (4.32)
A

a rud keresztmetszetének y irdnyu hajlitdssal szem-
ben tamasztott masodrendi nyomatéka, vagy mas
néven inercidja.
Fejezziik ki (4.24)-bdl F (x)-et, és helyettesitsiik
be ([4.22)-be:
g(z) — M"(z) = pAa(x) (4.33)

A nyomaték mésodik derivaltjat fejezziik ki (4.31)-
bél, illetve helyettesitsiik az a gyorsulast az u kité-
rés id6 szerinti masodik derivaltjaval. Eredménytil
a rud hajlité rezgését leird differencidlegyenletet
kapjuk:

gz, t) — (BEI(2)u" (x,t))" = pA(z)i(z,t). (4.34)

Amennyiben a rud inercidja allandé, vagyis mind
a Young-modulus, mind a feliilet keresztmetszete
konstans, a rdd hajlité rezgéseit leird egyenlet az
al4bbi alakra egyszer(isodik:

g(z,t) — ETu® (x,t) = pAii(z,t). (4.35)

4.3.2. Néhany tipikus keresztmetszet
masodrendili nyomatéka

Téglalap keresztmetszet

A téglalap keresztmetszet rud kozépvonalra vo-
natkoztatott nyomatékanak szamitdsa

/2
I:/ysz:/
A —d/2

37 h/2 h3
:d{y} _d

h/2
y2dydz
—h/2

—_— 4.36
3] 4, 12 (4.36)

Az I inercia helyett sok 6sszefiiggésben gyakran
a K = \/I/A inerciasugarat hasznaljuk, ami a tég-
lalap keresztmetszet(i rud esetére

K [T [dw3/12  h
VA dh V12

(4.37)
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4.6. dbra. Kor keresztmetszet inercidjanak
szadmitdsa

Kor keresztmetszet

A kor keresztmetszet( rdd kozépvonalra vonatkoz-
tatott nyomatékanak szamitasa

I:/deA
A

Térjiink at polar-koordinatarendszerre, igy y =
= rsind, a dA feliiletelem Kkifejezése pedig rdrdé

lesz
27 R
I:/ / r? sin? Ordrdd
0 0

2m 1— 2 R
:/ b 0d9/ r2rdr
0 2 0

Kihaszndlva, hogy a koszinuszos tag teljes 27 peri-
6dusra vett integralja nulla, az eredmény

(4.38)

(4.39)

T 1% Rix
I :/ —de [] =— (4.40)
o 2 4], 4
ahonnan az inerciasugar
I R*w/4 R
Kf\/zf\/ B =3 (4.41)

Kor keresztmetszetii cso

Az R kiils6 és r belsé atmérdjl kor keresztmetszet(i
csé inercidja a (4.32))-ben szerepld integraloperator
linearitasa miatt szadmithatd a kiilsé és a bels6 cs6
inercidinak kiilonbségeként :

[ Rinr  rirn B (R +12)(R? — 1)

4 4 4 (4.42)
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ahonnan az inerciasugar

(R2+12) (szrz)'n' \/W
K= /
-7 2
(4.43)

4.3.3. A rud hajlité szabadrezgései -
diszperzio

Keressiik a homogén rudegyenlet megoldésat a val-
tozok szeparaldsanak mddszerével, vagyis legyen

u(z,t) = U(t)Ug(x) (4.44)
A ridegyenletbe helyettesitve:
i ;
EIU; (z) Ut) 9
= =— 4.45
YA U Ui (4-49)
Az id6fliggd tag megoldasa a mar jol ismert
U (t) = U cos(wt + ¢) (4.46)

harmonikus idéfiiggvény. A helyfiiggd egyenlet at-
alakitasa

U (z) =

{ WU, (x) (4.47)

EI

Aminek megoldésai a harmonikus és hiperbolikus
fliggvények:

U,(z) = Asinkz + Bcoskx + Cshkx + Dchkz
(4.48)
ahol "
4_ P4 w?
k = 7% (4.49)

A osszefiiggés a k hulldmszdm és az w
frekvencia kozti kapcsolatot teremti meg, vagyis a
rezgés terjedési sebességét definialja. Kihaszndlva,
hogy a hullamszam és a sebesség kapcsolata k =
= w/cp, a sebességre a kovetkezd kifejezést kap-

juk:
cg =4 Ef/é\/oj: Ve, Kw
\ »

vagyis a hajlité hulldim terjedési sebessége a
frekvencia négyzetgyokével aranyos, amint azt
a dbra mutatja.

Ezt a tulajdonsagot diszperzionak nevezziik.
Fontos fizikai tartalma az, hogy ha a ridban egy

(4.50)
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4.7. &bra. Hat centiméter dtmérdji rozsafa rad
hajlité rezgésének diszperzidgorbéje. A kék vonal
a longitudindlis rezgés sebességét, a zold gorbe a

hajlité hullam frekvenciafiigg6 sebességét
abrazolja.

elmozduldsimpulzust ébresztiink, akkor annak kii-
16nb6z6 frekvencidji komponensei eltéré sebes-
séggel terjednek. A nagyfrekvencids komponensek
gyorsabban terjednek a lassan valtozo Osszetevok-
nél. A frekvenciafiiggé terjedési sebesség kovetkez-
ménye, hogy az impulzus rezgésterjedés koézben
nem 6rzi meg alakjat, hanem , elken6dik”.

4.3.4. Véges hosszu rud hajlité mdédusai

A rudak hajlité rezgéseit leiré egyenlet alap-
vetGen eltér a longitudinalis hullimegyenlett6l, hi-
szen az elmozdulds hely szerinti negyedik deri-
valtjat is tartalmazza, vagyis térben negyedrendd.
A negyedik derivaltnak szdamos fontos kovetkez-
ménye van. Egyrészt a térbeli peremfeltételeket
négy megkotéssel kell megadnunk, ami a véges rud
két végén definidlt két-két peremfeltétellel reali-
zalhaté. A masik fontos kovetkezmény a modusok
hullamszamai és sajatfrekvencidi kozti 6sszefiiggés
lesz.

Peremfeltételek

A megoldashoz négy peremfeltételt kell hasznal-
nunk, melyeket az alabbi fizikai mennyiségek de-
finidlnak:

— Az u(z) keresztirdnyu elmozdulds
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Egyszer( alatdmasztds, u(0) = 0, M(0) =0

A

Merev befogas, u(0) = 0, ¢(0) =0

Szabad radvég, F'(0) =0, M(0) =0

S

4.8. abra. Peremfeltétel-tipusok rid hajlito rezgése
esetén

- A ¢(z) = u/(z) szogelfordulas

Az M(z) = EIu'(z) forgatonyomaték

Az F(z) = —M'(x) = —EIu"(x) keresztira-
nyu erd.

A megoldasndl a rdd mindkét oldalan két-
két peremfeltételt definidlunk, melyek tipikusan
a abran megjelenitett hdrom esetbdl keriilnek
ki. Egyszer(i alatdmasztas esetén a rud vége nem
tud elmozdulni, de nyomaték sem hat ra. A teljesen
merev megfogas esetén a rudvégz6dés sem elmoz-
dulni, sem elfordulni nem tud. A szabadon hagyott
radvégre sem erd, sem forgatonyomaték nem hat.

Egyszer( alatamasztas

Tekintsiik el6szor az egyszer(i alatamasztas esetét,
mely soran a rud bal és jobb oldali elmozduldsa
zérus, illetve sem a bal, sem a jobb oldalra nem
fejtiink ki forgatényomatékot.

A bal oldali elmozdulédskényszer szerint, a
egyenlet alapjan

w(0)=B+D =0 (4.51)
a bal oldai zérus nyomaték szerint
M(0)=EIu'(0)=0=-D+B=0 (4.52)

(4.51) és (4.52) alapjan B = D = 0.

A jobb oldali elmozdulédskényszerbdl kiindulva
u(L) = Asin(kL) + C'sh(kL) =0 (4.53)
a jobb oldali zérus nyomaték feltétel szerint pedig

u”(L) oc —Asin(kL) + C'sh(kL) =0  (4.54)
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A lehetséges megoldasokhoz képezziik (4.53) és
(@.54) kiilonbségét:
2Asin(kL) = 0 (4.55)
ahonnan a lehetséges hulldmszdmok: k,, = nn/L,
aholn=1,2,...
Masik lehet6ségként képezhetjiikk (4.53) és
([4.54) osszegét, de az igy ad6do
2C'sh(kL) =0 (4.56)
egyenletnek nincsen nemtrivialis, azaz Kkons-
tans zérus elmozdulést eredményez6tdl kiillonbozo
megoldasa.
Egyszerl alatdmasztas esetén tehat a rid modus-
ai
nmw

ko =

7 (4.57)

U, () = sin(k,x),

alakuak, a hozzdjuk tartozo sajatfrekvencidk pedig

wn = cLKK2 = e K ("%)2 (4.58)
Figyelemre méltd, hogy bar a mdédusalakok meg-
egyeznek a befogott hur vagy a mindkét végén
megfogott, longitudinalisan rezgé rud modusalak-
jaival, a sajatfrekvencidk ezennel a médusszammal
nem egyenesen aranyosan, hanem négyzetesen no-
vekednek.

Szabad-szabad lezaras

Tekintsiik most azt az esetet, mikor a rid mindkét
végét szabadon hagyjuk, vagyis sem erével, sem
nyomatékkal nem hatunk rd. Ez a peremfeltétel-
tipus jé kozelitéssel irja le a rugalmasan aldtamasz-
tott marimbarudak esetét. A peremfeltételeink ek-
kor:

(4.59)

A masodik derivaltakat tartalmazé nyomatékfel-
tétel + = O-ra valé alkalmazidsa (a kiugré k-
hatvanyok mell6zésével) :

u”(0) oc —Asin(0) — B cos(0)
+Csh(0) + Deh(0) =0 (4.60)
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ahonnan B = D. A harmadik derivaltakat tartal-
mazo eréfeltétel alakja

u"'(0) < —A cos(0) + Bsin(0)
+ Cch(0) + Dsh(0) =0 (4.61)

ahonnan A = C. A helyettesitések elvégzésével a
kitérésiink immar

u(z) = Alsin kz + sh kx]

+ Blcoskx + chkx] (4.62)

alakd.
Alkalmazzuk a nyomatékfeltételt az + = L pozi-
ciéban:

uw’'(L) < A[—sin(kL) + sh(kL)]

+ B[—cos(kL) 4+ ch(kL)] =0. (4.63)

ahonnan

sin(kL) + sh(kL)
b=4 cos(kL) — ch(kL) (4.64)

Alkalmazzuk az eréfeltételt az x = L pozicidban:

uw" (L) o< A[—cos(kL) + ch(kL)]

+ Bsin(kL) +sh(kL)] = 0. (4.65)
ahonnan
~cos(kL) —ch(kL)
b=A4 sin(kL) + sh(kL) (4.66)
(4.64)-et és (4.66])-ot egyenlévé téve
—sin(kL) + sh(kL) _ cos(kL) — ch(kL) “4.67)

cos(kL) — ch(kL) sin(kL) + sh(kL)

A nevezo6kkel keresztbe szorozva, valamint kihasz-
nalva a sin?z 4+ cos?2z = 1 és ch?z — sh?z = 1
azonossagokat

0=2[1—cos(kL)ch(kL)] (4.68)
illetve atrendezve
1
cos(kL) = (kD) (4.69)

A transzcendens egyenlet kozelité meg-
oldasait viszonylag konnyli megtaldlni. tekintve,
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4.9. abra. A szabad-szabad és szabad-merev
lezardsokhoz tartozé transzcendentdlis (4.69) és
(4.76) egyenletek grafikus megolddsa

hogy a ch fiiggvény exponencialisan tart a végte-
lenhez, reciproka zérushoz tart. Ezek szerint nagy
hullamszamok esetére teljesiilnie kell a cos kL ~ 0
egyenletnek, ami szerint nagy n-ekre

kL = g 5,7,9,...] (4.70)
Az alacsonyabb k értékekre a [4.9] dbran latha-
té grafikus megolddshoz kell folyamodnunk, ami
szerint — a k = 0, zenei szempontbdl érdektelen
eseten feliil — egyetlen egyéb megoldas a k, =~
~ 3,01127/2L. Osszefoglalva:

s
kn = — [3,0112,5,7,9, ... 71
57 | ] (4.71)
ahonnan a sajatfrekvenciak
7.[.2
wy, = e, K— [3,0112%,52,7%,9°,...]  (4.72)

412

Ez esetben tehat a rud sajatfrekvencidit a paratlan
szamok négyzetei irjak le, de az alaphang az n = 3
értékhez tartozik.

A rud hajlité médusait a [4.10|(a) dbra mutatja.
Megfigyelhet6, hogy a mddusalakok a rud két szé-
l1én a lokalis maximumokhoz képest er6sebb kilen-
géseket mutatnak. Felismerhetjiik tovabbd, hogy a
paros rendszamu moddusalakoknak a rid kozepén
csomépontjuk van, amib6l kovetkezik, hogy a ru-
dat az L/2 poziciéban megiitve, a paros médusok
nem vesznek részt a valaszban. Az L/3, L/4 stb.
aranyok esetére ez a jelenség mar csak erds kozeli-
tésként all fenn.
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4.10. 4bra. (a) A mindkét végén szabadon hagyott rid hajlité médusai. (b) A bal oldalon megfogott,
jobb oldalon szabadon hagyott rid hajlité médusai.

Amennyiben a mdédusokat igy normaljuk, hogy
maximalis abszolut elmozdulésuk |1, (L)| = v/2 le-
gyen, akkor a normanégyzetiik ||¢,,||> = L/2.

4.1. példa Homogén rud felhangjai

Egy homogén, allandé keresztmetszet(i farudat
iitéssel gerjesztiink. Az alaphanghoz képest milyen
hangko6zok szdlalnak meg?

A (4.72) képlet alapjan az els6 felhang alaphang-
hoz viszonyitott frekvenciaaranya

w2

wr \3,0112

amihez tartozé hangmagassag-eltérés

(4.73)

2
1200 log, (305112) = 1756 cent 4.74)

ami egy tiszta oktdvnak és 556 centnek felel meg.
Az 556 cent a tiszta kvartnal 58 centtel, vagyis egy
fél félhanggal magasabban szo6l, ami meglehetésen
hamis hangot eredményez.

A masodik felhang alaphanghoz viszonyitott
hangmagassaga 2920 cent, ami két tiszta oktav-
nak és a tiszta kvartndl 23 centtel magasabb hamis
kvartnak felel meg.

A harmadik felhang hdrom tiszta oktav és egy 13
centnyivel sziik (nagy) nagyszekundnyi tavolsagra
van az alaphangtol.

Merev-szabad lezaras

A gyakorlati alkalmazasokban és hangszerekben is
igen gyakran fordul el6 a merev-szabad lezaras, mi-
kor a rid x = 0-ban teljesen be van fogva, vagyis
mind elmozdulédsa, mind szbégelforduldsa zérus, il-
letve x = L-ben szabadon van hagyva, vagyis sem
erével, sem nyomatékkal nem terheljiik. Az allapo-
tot leir6 peremfeltételek

u(0) =0,
u'(0) =0,

(L) =0

W"(L) =0 (4.75)

A szabad-szabad esethez hasonléan konnyen vé-
gigvezethet6 a megoldas, végeredményként a meg-
felel6 hulldmszdmokra az aldbbi transzcendentdlis
egyenletet kapjuk:

1

cos(kL) = ———

ch(kL) (4.76)

A (4.76) grafikus megolddsa itt is kiolvashatd
a abrabdl. A megfelel6 hullimszdmok sorban
s
kp = — [1,194,2,985,5,7.9, . ..
5 | ]
ahonnan a sajatfrekvencidk

4.77)

2
wn = e, K+ [1,194%,2,985% 52,72 92, .. ]

4L2
(4.78)
A moédusalakok kifejezése

Yn(z) = Alsinka — sh kz)

+ Blcoskx —chkz] (4.79)
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4.11. 4bra. Biitykds harangjaték

ahol

sin(kL) + sh(kL)
cos(kL) + ch(kL)

A médusalakokat [4.10[(b) 4bra mutatja.
Amennyiben a moddusokat gy normaljuk, hogy
maximadlis abszolut elmozdulasuk [+, (L)| = V2
legyen, akkor a normanégyzetiik ||v,,||? = L/2.

B=-A (4.80)

4.3.5. Biitykos harangjaték

Pengetett rudak zenei alkalmazdsara az egyik leg-
ismertebb példa a abran lathaté biitykos ha-
rangjaték, melynek forgédobjan levé biitykok kii-
16nb6z6 hosszuisagu és vastagsagu fémrudacskdkat
pengetnek meg. Mivel a forgédobot lassan forgat-
juk, feltételezhetjiik, hogy a megfeszitett rudacskak
all6 helyzetbdl, adott kezdeti elmozdulésrél kezdik
rezgésiiket.

A kezdeti feltétel

A kezdeti elmozdulas ug(x) helyfiiggését egyér-
telmlen meghatarozza a rudacska végpontjanak
uo(L) = U elmozduldsa. A kezdeti feltétel termé-
szetesen kielégiti a statikus (it = 0) riadegyenletet:

G Kl () =0 (4.81)

A megoldédst egyszertien harmadfokd polinom
alakban kereshetjiik:

uo(x)

A rudacska bal oldala mereven be van fogva, vagy-
is mind uo(0) elmozduldsa, mind u{(0) szogelfor-
dulasa zérus. Innen A = B = 0. A rudacska jobb
oldaldra nyomatékkal nem hat a biityok (uj (L) =
= 0), ahonnan D = —C/3L, vagyis

up(z) = Ca? (1 - 3%)

= A+ Bx + Cz? + Dz (4.82)

(4.83)
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4.12. bra. A blitykos harangjaték modalis
amplitudéi. A kék vonalak a pozitiv, a piros
vonalak a negativ értékeket jelolik. A sziirke
vonalak az azonos alaphangon megszdlald,
kozépen pengetett idedlis hir spektrumvonalait
abrazoljak.

a jobb oldali elmozdulas pedig uo(L) = U, ahon-
nan

(4.84)

A szabadrezgés

Az all6 helyzetbdl, adott kezdeti feltétellel inditott
szabadrezgés alakja

ZU%

Az 4(x,0) = 0 zérus kezdeti sebességbdl kovetkezik
a ¢, = 0, a kezdeti elmozdulés kifejezése pedig

Z Untpn (2
ahonnan az U, egyiitthatok kifejezése

<1/Jn’u0> 2
U, = -
[¢nll* L

Az integrél elvégzése harmadfokud polinom és har-
monikus, illetve hiperbolikus fliggvények szorzata-
nak integralasat igényli, ami parcialis integralassal
analitikusan is elvégezhetd. Az eredményiil kapott
U, egylitthatokat a dbra mutatja. Az 4brdn

) cos(wnt + ©n) (4.85)

(4.86)

up(z) = u(z,0)

L
/ uo(2)p(r)dz  (4.87)
0
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kék vonalak jelolik a pozitiv, piros vonalak a nega-
tiv U,, értékeket. Osszehasonlitasként felvazoltuk
a kozépen pengetett idedlis hur spektrdlis kompo-
nenseit is.

Figyelemre mélt6, hogy mig a kdzepén penge-
tett idedlis hirnak az dbrazolt frekvenciaskalan ot-
ven médusa van, a pengetett harangjatéknak mind-
0ssze hat. Megjegyezziik, hogy 200 Hz alapfrekven-
cidju rezgés esetén az dbrdzolt tartomdny a teljes
hallhat6 tartomanyt lefedi. A médusok amplitudéi
nagysagrendileg megegyeznek a gitarhir spektra-
lis amplitaddival, vagyis a frekvencia négyzetével
aranyosan csokkennek. Ez természetesen az n mo-
dusszadm negyedik hatvanyaval valé csokkenésnek
felel meg.

4.2. példa Harangjdték

Egy kis kézi ,teker6s” harangjaték forgd dob-
jan elhelyezett biitykok az allérészbe befogott apro
acélrudacskdkat pengetnek meg. A kivéalasztott ru-
dacskank 1,5 cm hosszti és 0,2 mm vastag. Milyen
alapfrekvencian szdlal meg a megpengetett rudacs-
ka? (az acél Young-modulusa 200 GPa.) Mely frek-
vencidkon jelentkezik a rudacska els6 harom fel-
hangja?

A rudacska befogasi feltétele merev-szabad, ami
szerint a sajatfrekvenciak

E T
= —K— [1,194%,2,985% 5% 7%, ...
f ,/p g7z (11947,2,085% 55,7, .. ]
(4.88)
Az acélrudacska inerciasugara K = h/V12 =

= 5,77 - 10~° m, az alapfrekvencia innen f;, =
= 727 Hz.

A sajatfrekvenciak a képlet szerint fo = 4 544 Hz,
fs = 12749 Hz, f4, = 24987 Hz.

4.4. Rudak hangolasa

Lattuk, hogy mind a szabad-szabad peremfeltétel-
lel, mind a merev-szabad peremfeltétellel definialt
homogén rud sajatfrekvencidi az alaphang irracio-
nalis tobbszorosein jelennek meg. A szabad-szabad
lezaras esetén példaul az els6 felhang frekvencia-
ja az alaphang 52/3,0112? ~ 25/9-szerese, ami két
oktavnak és egy kicsit hamis bévitett kvartnak (558
cent) felel meg. Lathato tehat, hogy a téglatest ala-
ki homogén farudak énmagukban is hamisan szél-
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nak, ezért zenei célokra csak korlatozottan alkal-
masak.

A homogén geometridju rud roviditésével vagy
vastagitasaval novelhet6 a rdd alapfrekvencidja, de
a felhangok egymashoz képesti aranya nem, vagyis
a rad 6nmagdhoz képest hamis marad. A rdd han-
golasanak fontos eszkoze a rud helyfiiggd vékonyi-
tésa. A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy egy
homogén rid enyhe helyfiiggé keskenyitésével mi-
ként véltoznak a rud sajatfrekvenciai.

Az inhomogén, vagyis valtozd keresztmetszet(i
rud harmonikus szabadrezgéseit leiré differencial-
egyenlet alakja

2 U @) o

A) (4.89)
ahol I(z) a helyfiigg6 inercia, A(x) pedig a helyfiig-
g6 keresztmetszeti feliilet. A homogén rid esetén a
differencidlegyenlet 1ényegesen egyszer(ibb

A K2 (z) = wu(x) (4.90)
ahol K a konstans inerciasugar. Vezessiik be
a homogén differencidlegyenletre az alébbi
altalanos jelolést:

Ao {u} =yu (4.91)
ahol Ay az egyenlet bal oldalan kifejtett differenci-
aloperatort jeloli, mely az argumentumat négyszer
derivélja, majd a ¢} K2 konstanssal szorozza. Ay =
= w? mennyiség az A, differencidloperator egy sa-
jatértéke, melyhez tartozo sajatfiiggvény u(z).

Tudjuk, hogy az Ay operator sajatfiiggvényei a
homogén rud v, (z) mdédusalakjai, a hozzajuk tar-
tozd v, = w? sajatértékek pedig az w,, sajatfrek-
venciak négyzetei:

-AO {wn} = 7n¢n (492)

Ha a rudat inhomogén jelleggel keskenyitjiik, ak-
kor a differencidloperator meg fog valtozni: meg-
jelennek benne az u(x) megoldésfiiggvény maso-
dik és harmadik derivéltjai, az I(x) inerciafiigg-
vény legfeljebb masodik derivaltjai, valamint a ne-
vezében a helyfiiggé A(z) tag is. Ertelemszertien
valtoznak a sajatfiiggvények és az azokhoz tartozé
sajatértékek is. Ezek a valtozdsok annyira bonyolul-
tak, hogy az inhomogén egyenlet analitikus megol-
désara nincs lehetéségiink.
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4.4.1. A perturbaciémodszer

Tegyiik fel azonban, hogy a rudat csak igen kis
mértékben keskenyitjiik. Vezessiik be a keskenyités
mértékére az e vagasi mélységet, ami lényegesen
kisebb a rid magassaganal. Ekkor feltételezhetjiik,
hogy mind a differencidloperdtor, mind a megol-
dasfiiggvény, mind a sajatérték az e vagasi mély-
séggel linedrisan valtozik:

Ag — Ag +edA

Yp — P + €67

Y = Yn + €67 (4.93)

Helyettesitsiik be a valtozdsokat az eredeti
(4.92)) differencidlegyenletbe:

Ap {% + 651/)} +elA {wn + 651/)}

= (r}/n + 65'}/) (¢n + 65¢) (494)

hasznéljuk ki az operdtorok linearitasat, valamint
hagyjuk el az elhanyagolhaté e2-es tagokat:

Ao{tn} + eAo {00} + 6 A{n}

= Ynn + € (07 + 10Y)  (4.95)
(4.92) felhasznéldsaval egyszerdsithetiink:
Ao {00} + 0A{Yn} = 07¢n + by (4.96)

Hasznaljuk ki, hogy a sajatfiiggvény i) megval-
tozasa a rud egy rezgésalakja, ami mindig felirhat6
a mddusok szuperpozicidjaként:

Y= amim (4.97)

m=1

amit (4.96)-ba behelyettesitve

Z amAO {¢m}+6~’4 {1/)71} = 5’71/}71"_777, Z Oém'(/)m

m=1 m=1

(4.98)
Egyszertisitsiink ismét felhasznaldsaval, va-
lamint szorozzuk mindkét oldalat skaldrisan
1p-nel, és haszndljuk ki a médusok ortogonalita-
sat:

O‘n'yn”wnHQ + <1l)n, 0A {1/}n}>
=0y ”1/)71”2 + YnQn ||1/’nH2 (4.99)
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4.13. abra. Téglalap keresztmetszetd rad lokalis
keskenyitése

ahonnan a lehetséges egyszerfisitések elvégzése
utdn a sajatérték valtozasa az aldbbi alakban fejez-
hetd ki:

2
[ ¢l

4.4.2. Alkalmazas téglalap keresztmet-
szetli rudra

A tovadbbiakban 4ltalanos eredményilinket egy
konkrét esetre alkalmazzuk. Tekintsiik a téglalap
keresztmetszet( rud esetét, melynek szélessége w,
magassaga pedig h(z). Ekkor az inercia és a feliilet
kifejezése

3(z)w
1w =" (12)
A(z) = h(z)w (4.101)

Tegyiik fel tovabba, hogy a rud helyfiiggd vékonyi-
tasat egy négyszogfiiggvény irja le, melynek kozép-
pontja az xq bels6 pont, szélessége Ax, magassaga
pedig hge dbra). A négyszogfiiggvényt egy
ekvivalens Dirac-impulzussal kozelitjiik, mely alat-
ti teriilet hgAxe:
h(z) = ho (1 — Azed(xz — ) (4.102)
A tovabbiakban feladatunk az, hogy a h(z) fiigg-
vényt, az I(x) és A(x) fliggvényeket behelyettesit-
siik a egyenletbe, majd kifejezziik a bal ol-
dalon megjelené operator e-nal aranyos 0.4 tagjat.
Az elvi nehézséget nem okozd, de anndl faradségo-
sabb szamitasokat mellézve, az eredmény

bA{u} =~ KAz (26(x — mo)u® () +

+ 66" (z — xo)u'" (x) + 38" (2 — xo)u”(x)>
(4.103)

A 0A operétor ismeretében immadr lehet6ségiink
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nyilik a (4.100) egyenlet kiértékelésére:

(b, 6A{}) 2
§y = 2 rAEndl 2
v m 2

i {/M—xo)w Yo (x)de

7 (Wn, 0A{Un})

6 / 5 (& — z0)pn(@)p" ()dz

L
+ 3/ 3 (x
0

A Dirac-delta derivaltjainak kivalasztasi tulajdon-
sdga miattE] az integralokat kénnyen elvégezhet-
juk:

)%(x)zbii(m)dx} (4.104)

5y = = 26 K> 5 Lo (o) (o)
6 (W () (@)

3 (Yn(2)y)(2))"

Zo
zo }

A szorzatok derivalasat elvégezve az alabbi ered-
ményt kapjuk:

(4.106)

7 =26 K257 (o) (o) — 3042 (0))

(4.107)

illetve a 2 K%Y = w2y, dsszefiiggés felhaszna-
lasaval

2Ax

7 (wntn (o) — B Ky (xo))

(4.108)

0y = dw? =

Fejezziik ki végiil, hogy a vékonyitds hany cent
hangmagassag-eltérést okoz az egyes mdédusok ese-

2 Parcialis integralassal kénnyen igazolhaté, hogy
—+o0
[ b~ a0 f(a)de = fao)
Foo ! !
[ 8= o)r@)de = —f (o)
— 00

+oo
/ 8" (x — xo) f(x)dz = f"(x0) (4.105)
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tében:
w2 + edw?
1200 log, I
Sw? 600 5w
= 600 10g2 (1 + 60‘)721> 11’12 w2

~ 1200 eAx
" In2 L

12
< ,,%(xo)—?’kéxo)) (4.109)

Az eredményt a &bra mutatja az elsé 6t mo-
dus esetére. Az dbra fels6 diagramja az 6t mddus-
alakot, az alsé diagram pedig a centben kifejezett
normalizalt hangmagassag-eltérést mutatja. A nor-
malizdlas jelen esetben az ¢ = Axz/L = 1 széls6sé-
ges esetet jelenti.

Az abrabdl kiolvashatd, hogy a rud kézépsé 70 —
— 80%-an torténd bemetszéssel a modusok frek-
vencidit alacsonyithatjuk. Ha pl. a rud kézéppont-
jan ejtiink egy mind a hossz, mind a magassaghoz
mérten 10%-nyi bemetszést, akkor a legalsé médus
frekvencidja ~ 5000/10/10 = 50 centtel, a harma-
dik és az 6t6dik moédus frekvencidja pedig =~ 35
centtel csokken, mig a paros rendszamu modusok
frekvenciaja 1ényegében valtozatlan marad. A ko-
z€éps6 tartomanyon igaz, hogy a médusok frekven-
ciacsokkenése a modusalakok négyzetének bevaga-
si helyen felvett értékével aranyos. Ennek indokla-
sa az, hogy a k6zépsé tartomanyon a médusalakok
szinuszosan viselkednek, ami alapjdn ¢/ ~ —k24,,
igy a frekvenciavaltozas

1200 eAx
o 1 (~200(x0))
A sz€Is6 tartomdnyon a szinuszok mellett a hi-
perbolikus fiiggvények mar nem elhanyagolhatéak,
ami miatt nem alkalmazhaté a !/ ~ —k24,, kozeli-
tés. Elmondhatjuk viszont, hogy a szélek felé koze-
ledve a médusok mésodik derivéltja zérushoz kell,
hogy tartson, hiszen ez a moddlis nyomatékokkal
aranyos, amik a szabadon hagyott rud vége felé
sziikségszertien zérus értékliek. Ennek értelmében
a rud végei felé a frekvenciavaltozas centben kife-
jezett értéke hozzavetdlegesen

1200 eAz o
o L ¥r(0)

Ez az eredmény jo O0sszhangban van azzal, hogy
a széleken torténd bemetszés a rud roviditésének
is tekinthet6, ami a sajatfrekvenciak névekedését
eredményezi.

(4.110)

(4.111)
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4.14. abra. Mindkét végén szabadon hagyott rid hajlité médusainak normalizalt frekvenciavaltozasa
koncentrdlt, kis mértéki vékonyitas esetén. Az als6 dbra a § f /¢/(Axz/L) normalizélt értékeket mutatja.

4.4.3. Marimbarud hangolasa

A szabad-szabad peremfeltétellel leirt hajlité rez-
gésli rud fontos alkalmazdsi esete a marimbarud.
A marimbarudakat &altalaban rézsafabdl készitik,
aminek szamunkra érdekes anyagjellemzéi: £ =
=1-10' Pa, p = 830 kg/m?.

A[4.15|4bra bal oldai ébrasora egy rézsafabol ki-
vagott, 40 cm hosszt, 6 cm széles és 4 cm magas
rud els6 6t moédusalakjat mutatja.

Marimbarudnak azt a rudat nevezziik, amely
esetében az alaphang és az elsé felhang frekvencidi
1 : 4 aranyra, vagyis két oktdvra vannak behangol-
va. Bzt — tobbek kozott — a abra jobb oldaldn
bemutatott mdédon érhetjiik el. A marimbarudat itt
a kozepe felé egyre jobban elkeskenyitettiik. A kes-
kenyités mértéke a rid kézepén 51%, a két szélen
pedig a rud hosszanak 21%-21%-a véltozatlan vas-
tagsdgi maradt. A beavatkozds eredményeképpen
a rud alapfrekvencidja 892 Hz-r6l jelentésen, 481
Hz-re csokkent. Az els6 és masodik sajatfrekvenci-
ak aranya a kivant két oktav, a harmadik sajatfrek-
vencia pedig az alaphangndl harom oktavval és egy
kissé b6 félhanggal magasabban szdlal meg.

Kiilonb6z6 vastagsagprofilok alkalmazasaval a
marimbariud harmadik harmonikusa is behangol-
hato, itt a cél altaldban az 1 : 10 értékhez tartozo

nagy terc hangkozre torténd hangolas.

A moédusalakokat megfigyelve lathatd, hogy a
hangolds nemcsak a sajatfrekvencidkat, hanem a
modusalakokat is befolydsolja. A kozépsé tarto-
many keskenyitésével olyan moddusalakokat ka-
punk, melyek a kozép felé nagyobb amplitudéval
rezegnek, mint a széleken. Ez azt is jelenti, hogy
a rudat a koézéptartomanyban megiitve, nagyobb
amplitudéju rezgéseket kelthetiink, mint a szélek-
hez kozeli {itésekkel. Ez nem volt igaz a homogén
rud esetére, ahol a mddusalakok pont a széleken
mutattak nagy kilengéseket.

4.5. Merev hurok inharmonicita-
sa

Térjiink vissza kicsit a hirok rezgéseihez. A hurok-
10l szdl6 fejezetben kizardlag idedlis hirok rezgé-
seit vizsgaltuk. Az idealitds egyik feltétele az volt,
hogy a hir nem bir 6ndllé merevséggel, pusztan
kiils6 feszit6 eré hatdsara képes harmonikus rez-
gésre. Amennyiben figyelembe vessziik a hur sajat
merevségét is, a huregyenletet a rudak hajlité rez-
géseibdl ismert negyedrendd taggal egészithetjiik
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4.15. abra. Hangolatlan rézsafarud (bal) és marimbarid (jobb) médusalakjai és sajatfrekvenciai. A

rudak hossza 40 cm, szélességiik 6 cm, a hangolatlan rid vastagsaga 4 cm. Az abrdk bal oldalan a
sajatfrekvencia, jobb oldalon az alapharmonikushoz viszonyitott frekvencia van feltlintetve.
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ki:

g+ Su" — EIu™ = pii (4.112)

Mind térben, mind idében harmonikus megoldast
feltételezve
u(x,t) = U sin kz sin(wt + @) (4.113)
amit a homogén, vagyis gerjesztésmentes hur-
egyenletbe helyettesitve az aldbbi diszperzio-
egyenlethez jutunk:
Sk* + BIE* = pw? (4.114)
Tegyiik fel, hogy a hur az n-edik médusaban re-

zeg, vagyis a hosszra pont n félhullam jut, azaz k =
= nm/L. Ekkor a frekvencia kifejezése

EI
w2 = 5 (k2 + k4)

p 5 (4.115)

illetve némi atrendezés és a ¢ = /S/u sebesség
bevezetése utan

_nem EI fmnmN\2 /=0
(4.116)
ahol w) az idedlis hur alapfrekvencidja,
B = @ (4.117)
- SL? ’

pedig a hur inharmonicitési allanddja. Ennek érté-
ke kor keresztmetszet(i hiir esetére

w3 Ed*

= G152 (4.118)

Latjuk, hogy a nem idedlis, 6ndllé merevséggel
biré hir médusai nem az alapharmonikus frekven-
cidjanak tobbszorosein, hanem annal magasabban
szolalnak meg. Ezt a jelenséget a merev hur inhar-
monicitdsdnak nevezziik. Az inharmonicitds mérté-
ke a gyok alatti n? tagnak koszonhetéen a modus-
szammal nd, vagyis a nagy rendszamu felharmoni-
kusok w,, frekvencidja egyre jobban tér el az nw!
értéktdl.

Az inharmonicitési dllandé kifejezésébdl latszik,
hogy az inharmonicitds mértéke az F/S arannyal
aranyos, vagyis adott anyagjellemz6k mellett az in-
harmonicitas csokkentéséhez érdemes nagy feszi-
t6 er6t alkalmazni. Ez azt jelenti, hogy pusztdn az
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4.16. abra. Bevonatolt hirok harom fajtajanak
keresztmetszeti abraja

anyagi tulajdonsagot tekintve, a jobban megfeszi-
tett, vagyis magasabb hangon megszo6lalé hurok in-
harmonicitdsa kisebb lesz.

A kifejezésben rendkiviil fontos az 4tmérd negye-
dik hatvanyaval valtozé tag. Ez azt mutatja, hogy a
hur vastagitdsdaval az inharmonicitds drasztikusan
novekszik. A hossz novelésével ugyan csokkenthetd
az inharmonicitas mértéke, de ennek altalaban ko-
moly méretkorldtai vannak. Kiilénésen nagy prob-
lémat jelent az inharmonicitds olyan mélyen szdl6
huroknal, melyeket méretkorlat miatt roviden kell
tartani. Ezeknél az alacsony alapfrekvencidt a htr-
tomeg novelésével lehet elérni. A hur tomegének
novelése az atmérd novelését kivanja meg, ami az
inharmonicitdst jelentésen emeli.

4.5.1. Bevonatolt hirok

A mély hirok magas inharmonicitdsat kikiiszobo-
16 megoldas a bevonatolt hirok alkalmazasa, vagy-
is tomegnovelés az aktiv hirdtmér6 novelése nél-
kiil. A bevonatolds soran a hurt egy kis d. atméréjt
magbdl (core) és az arra feltekercselt d,, atméré-
ji bevono szalbdl (winding) készitik el. A bevond
szdl lényegében csak neheziti a hirt, de a merev-
ségbdl szarmazo fesziiltségek és forgaté nyomaté-
kok kozvetitésében nem (vagy csak elhanyagolhaté
mértékben) jatszik szerepet.

A bevonatok anyaga rendszerint réz, eziist vagy
nikkel. A gyakorlatban harom fajta bevonatoldsi
technika létezik, amint azt a dbra mutatja.

A kor keresztmetszet(i bevonat esetén a bevond
szal kor keresztmetszet(i, igy kis feliileten csatla-
kozik a hdrmaghoz, és — ami sokkal fontosabb —
a bevonat menetei kis feliileten érintkeznek egy-
massal. Az utébbi nagy elény, mert minimalizélja a
bevonatbdl szarmazd merevséget — konny(i belat-
ni, hogy a hur hajlité mozgésa sordn a szomszédos
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menetek elvalnak egymastdl, illetve a masik olda-
lon csak minimadlis mértékben nyomjak ossze egy-
mast. A kor keresztmetszet(i bevonatolas hatranya
viszont, hogy a hur érdes feliilet(i lesz, igy jobban
koptatja a huros hangszerek fogolapjat és bund-
jait, illetve a hangszeres jatéknal a hiron csiszo
ujjak erds surrogé hangot adnak. Gyakorlati hat-
rany tovabbd, hogy az érdes feliilet mélyedéseiben
konnyebben megiil a piszok, ami a har roévidebb
élettartamdt eredményezi.

A lekerekitett téglalap keresztmetszeti bevona-
tolds esetében az el6bb emlitett hatranyok csok-
kennek, de az inharmonicitds novekszik, hiszen a
szomszédos téglalapok 0sszenyomddds esetén na-
gyobb feliileten kozvetitik a merevségbdl szarmazo
fesziiltségeket. Ez gyakorlatilag az inerciasugar no-
vekedéseként foghato fel.

Alegdragabb bevonatolasi technika a csiszolt be-
vonat alkalmazdsa. Ez azt jelenti, hogy a hurt ere-
detileg kor keresztmetszet(i bevoné széllal teker-
cselik korbe, majd a hur feliiletét préseléssel vagy
csiszoldssal kiegyenlitik. A csiszolasi technika el6-
ny0s az inharmonicitds szempontjabdl, nem ad sur-
rogé hangot, illetve alig piszkolddik, viszont ko-
moly anyagveszteséggel jar, igy draga.

Mindhdrom bevonatoldsi médszer esetében al-
kalmazzak a hatszog keresztmetszet(i hirmagokat
is a bevonat jobb tapadésa érdekében.

4.3. példa Bevonatolt hiir

Egy acél basszusgitdrhur hossza L = 60 cm, a
hurban hat6 feszité er6 S = 70 N. A hir magatmé-
réje d. = 0,8 mm, a kor keresztmetszet(i, szintén
acél hurbevonat atmérdgje szintén d, = 0,8 mm. Az
acél slirlisége p = 7800 kg/m3, Young modulusa
E =200 GPa.
jat, valamint adjuk meg, hogy hany centtel tér el
az els6 harom felharmonikus frekvencidja az idea-
lis felharmonikus frekvencidktdl.

A hur egységnyi hosszra esé p tomege a mag és
a bevonat tomegébdl adédik 6ssze. A mag tomege

a2
Ue = p (C) T =3,92 &
2 m

A stirlin tekercselt bevonat kézépvonala d,, /2 té-
volsagra fut a mag szélétdl, vagyis hozzavetblege-
sen dy, + d. atmérdjl koriven mozog. Az egységnyi
htrhosszon befutott korivek szdma 1/d,,, ahonnan

(4.119)
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a bevonat tomege

. al congs &
Hw = P (Gc w) T 2 ﬂ-dw ~ ) m
(4.120)
ahonnan az 6ssztomeg
1= i + fi = 28,6 % (4.121)
A htrban terjed6 rezgés sebessége
c=+/S/p=~49,5m/s (4.122)
A htr inharmonicitdsi dllandéja
T Bd* _3
= GiSI2 = 1,57 -10 (4.123)
A hur alaphangja
fi= i\/l T B =4129Hz (4.124)
Az els6 felharmonikus frekvencidja
2
fo=-V1+22B =828 Hy (4.125)

oL

i+B
= 4,1 cent. A masodik felharmonikusra ez az érték

az idedlis oktavtdl vett eltérés 1200 log, \/m -

1200log, \/ 4272 = 10,8 cent A harmadik felhar-
monikusra pedig 1200 log, 1Irf2BB = 20,2 cent.

4.5.2. A Railsback-gorbe

Azon huros hangszereknél, melyek hurjainak alap-
frekvenciai széles hangtartomanyt fognak at, kiilo-
nosen fontos az inharmonicitas kezelése. Legjobb
példa a zongora, melynek hurjai tobb mint hét ok-
tavot fognak &t, a hossztisag valtozasa azonban
nyilvdn meg sem kozelitheti az 1 : 27 ardnyt. Az
inharmonicitas elleni védekezés két mddja a hirok
bevonatoldsa, illetve a hurok megkett6zése vagy
haromszorozasa. Az utébbi technika is nyilvan az
inerciasugar csokkentéseként foghat6 fel.

Az inharmonicitas a nagyon mély és nagyon ma-
gas hurok esetében még igy sem kiiszobolhet ki:
A legmélyebb oktavban a zongorahur masodik fel-
harmonikusa hozzavetblegesen 25-30 centtel ma-
gasabban szo6lal meg az oktdvnadl, és ugyanez igaz
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a legfels6 oktav tartomanyaban is. A kiilénb6z6 hu-
rok egylittes megszolaldsa esetén kialakuld lebe-
gést elkeriilendd, a zongora hangkozeit szandéko-
san tdgabbra hangoljak a temperalt hangkozoknél.
Az egyes billentytik temperalt hangolashoz mért el-
térését a Railsback-gorbe adja meg, ami a legmé-
lyebb hangokndl —40 centrdl indul, az egyvonalas
C és a 440 Hz-es kamara A hang kozo6tt =~ 0 cent ko-
riil halad, a legmagasabb oktdvban pedig +40 cen-
tet ér el.
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5. fejezet

Membranok rezgései

5.1. débra. Membrandarabra hato erék

5.1. Az idedlis membran egyen-
lete

Rezgéstani szempontbdl a membran kétdimenzi-
0s hur. Az idedlis huarral analég médon a memb-
ran olyan rezg6 rendszer, mely 6nallé merevséggel
nem bir, pusztan kiilsé feszité erd jelenlétében ké-
pes rezgésvégzésre.

A membrédnokban hat¢ feszité erét jelolje S. Ez
hosszegységre esé feszitd erdt jelent, mértékegysé-
ge N/m.

Tekintsiik a kitéritett membran x,y pozicioban
elhelyezkedé, Az x Ay méretli darabjat, ahogy
az abra mutatja. A membrandarabra g(z,y)
keresztirdnyd kiils6 gerjeszté erd hat. A g(x,y)
mennyiség feliiletegységre es6 er6t jelol, mérték-
egysége N/m?. A teljes membrandarabra hato kiil-
s6 er6 ezek szerint g(x, y)AzxAy.

A hosszirdnyd S feszit6 er6 x tengellyel bezart
hajlasszoge az elem bal oldalan ¢, (), jobb oldalon
¢ (z+Ax). Amembranra haté feszit6 erék kereszt-
irdnyd komponense a bal oldalon —SAysin ¢, (),
a jobb oldalon pedig SAysin (¢, (z + Ax)).

Bar az dbra nem jeloli, természetesen az y ten-
gelyt6l valo elforduldsokbdl is szarmaznak kereszt-
iranyd er6komponensek. Ezeket az y + Ay pozicio-
ban jelolje SAz sin ¢, (y + Ay), az y poziciéban pe-
dig —SAxsin¢,(y). A membrandarab feliiletegy-
ségre esé tomege o [kg/m?]. Ezen mennyiségek
ismeretében felirhaté a membrandarabra Newton
masodik torvénye:

g(z,y,t)AzAy
+ SAy [sin ¢, (v + Az, y,t) — sin gz (2, y,1)]
+ SAz [sin ¢y (x, y + Ay, t) — sin ¢y (z, y, t)]
= ocAzAya(x,y,t), (5.1)
ahol a(x) a membrandarab keresztirdnyu gyorsuld-

sat jeloli. Kis szogelfordulasok esetén sin ¢, = ¢,
ami szerint (a AzAy feliiletelemmel végigosztva)

a xr b 6 )
(5.2)

A membran szogelfordulédsai kifejezhet6k a ke-
resztirdnyu wu(z,y) kitérésfiiggvény segitségével.
Kis szogek esetén

sten)+5 (

_ Ou(z,y) du(z,y)

¢x(xa y) ~ oz ¢y(3«”7y) ~ ay
Behelyettesitve  (5.3)-at az (5.2) Newton-
torvénybe, valamint a keresztirdnyd a gyorsulds

helyett az u kitérés id6 szerinti masodik derivaltjat
irva, az alabbi membranegyenletet kapjuk:

. (5.3)

9(@,y,t) + SV2u(z,y,t) = oii(zr,y, 1),  (5.4)
ahol V2 a Laplace-operdtor, aminek kifejtése
Pu 0%*u
2, U OU
Viu = o2 " o (5.5)
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5.2. A membranegyenlet megol-
dasa

5.2.1. A téglalap alaki membran mo-
dusai

Gyakorlati szempontbdl nem, de az elvi megoldés
szempontjdbdl l1ényeges az L, x L, méretd, téglalap
alakd membréan esete. Ekkor az u(z, y, t) megoldast
keressiik harom fliggvény szorzataként

(5.6)

Ezt az egyenletet a membranegyenletbe helyet-
tesitve, majd a teljes elmozdulassal végigosztva az
alabbi osszefiiggést kapjuk:

u(@,y,t) = ux (x)uy (y)ur(t)

dPux(xz) 1 +d2uY(y) 1
dz?  ux(z) dy?  uy(y)
k2 k2
1 d?up(t) 1
=2 w) (5.7)
7k2

A ky, k, és k konstansokat azért vezettiik be,
mert a szeparalt egyenlet minden tagja konstans,
hiszen az egyenléség csak ekkor teljesiilhet. A ha-
rom hulldamszam ko6zott fennall a

K=kl 4k, (5.8)

Osszefliggés.
A hdrom taghoz tartoz6 egyenletek megoldésai
rendre

(5.9
(5.10)
(5.11)

ux(x) = Asin(k,z) + B cos(k,x)
uy (y) = Csin(kyy) + D cos(kyy)
ur(t) = Esin(wt) + F cos(wt),

ahol w = kc a rezgés korfrekvencigja.
A téglalap alakii membran peremfeltételei

(5.12)
(5.13)

u(x =0,y) =u(x =L,,y) =0
u(z,y=0) =u(z,y=Ly) =0.

Ezeket a megoldasba helyettesitve, a kovetkezd el-
mozduldsfiiggvényt kapjuk:

u(z,y,t) = Usin(kym) sin(kymy) cos(wt + ¢),
(5.14)
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ahol a lehetséges hullamszam értékek

_nr (5.15)

Jol latszik, hogy a membran valoban kétdimenzi-
0s hurként kezelhetd, hiszen a megoldas nem mas,
mint két fliggetlen hur rezgésalakjainak ,,diadszor-
zata”. Az egyes modusalakok frekvencidit az aldbbi
Osszefiiggés adja meg:

+ k2

2. (5.16)

_ 2
Wimn = Cy/ K2,

A membranok mddusait az igynevezett Chladni-
féle dbrakkal dbrazoljuk. Ezek az abrak a mddus-
alakok csomdvonalait, azaz a zérus kitérés(i ponto-
kat 0sszeko6td vonalakat tartalmazzak, a csomovo-
nalak kozti tartomdnyokon pedig a médusalak el6-
jelét tiintetik fel. Néhany téglalap alaki membran-
modust mutat az[5.2] abra.

Degeneralt médusalakok

A téglalap alaki membranok kozott Kitiintetett
szerepet kapnak az L oldalhosszusdgti négyzetes
membranok. Ezeknél az (m,n)-es mdédus frekven-
cidgja
Winn = % m2 + n2.
Konnyen lathaté, hogy ugyanaz a frekvencia
tobbféle modusalak esetén is el6fordulhat, pl.
w12 = wa,1. Ha egy linedris rendszernek egyazon
frekvencian tobb mddusalakja is van, akkor ezen
moédusalakok tetszéleges szuperpozicidja is egyfaj-
ta modusalak lesz ugyanazon a frekvencidn. Az igy
kialakul6 médusalakokat degeneralt médusalakok-
nak hiviuk. Az n = 1 és m = 2 értékekhez tarto-
z0, egy lehetséges degenerdlt modusalakot mutat
az[5.3] abra.

(5.17)

A moédusok stirlisége

A négyzetes membran esetébdl konnyen belathatod,
hogy a membranok adott & hatarfrekvencia alatti
Osszes mddusainak szama a frekvenciaval négyze-
tesen valtozik. Felirhatjuk ugyanis az alabbi egyen-

letet:
oL\? s o
— | >m"+n”, (5.18)
CTt
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5.2. dbra. Téglalap alaku alakd membrdn mdédusalakjain =1...4ésm =1...2 értékekre

5.3. dbra. Négyzet alaki membrdnn =1 ésm = 2
értékekhez tartozo, egy lehetséges degeneralt
modusalakja.

ahol minden lehetséges (m,n) par egy moédust ir
le. Az 6sszefiiggést az r = wL/cm sugart kdron be-
lili pozitiv egész koordinatdju pontok elégitik ki,
melyek szama hozzavet6legesen (nagy w korfrek-
vencidk esetére)

rim_ 1 (oL’
4 Ar \ ¢ '

5.2.2. Kor alakia membranok modusai

(5.19)

A membranok targyaldsakor a kor alakii memb-
rangeometriak az elsédleges fontossaguak, hiszen
a membranofon hangszerek rezonatorai szinte ki-
vétel nélkiil kor alakban kifeszitett membranok.
A membran mddusainak meghatarozasahoz a ger-
jesztés nélkiili (¢ = 0) membranegyenletet vizsgal-
juk, melynek alakja

AV2u(x,y,t) = iz, y,t), (5.20)

ahol bevezettiik a

S
c=1/—
o

(5.21)

rezgésterjedési sebességet. Latjuk, hogy a htrok-
hoz hasonléan a membréanben terjedé rezgés sebes-
sége nem pusztan anyagjellemz6, hanem a memb-
ran feszitettségétdl fiigg. Ez teszi lehetévé, hogy a
membranofon hangszereket — a hirokhoz hasonlé-
an — a membran elbfeszitésével akar jaték kdzben
is hangoljuk.

Mivel R sugard kor alakd geometridt vizsgalunk,
érdemes attérniink az x—y derékszogli koordina-
tarendszerbdl az r-6 polarkoordinata-rendszerre,
melyben a koordinatakat az

xr=rcosf, y=rsind (5.22)

Osszefliggések definidljak, ahol 0 < r < Rés 0 <
<6< 2.

A membranegyenlet megoldasdhoz ismét a valto-
z06k szeparalasanak mddszerét alkalmazzuk, vagyis
az u elmozdulést egy helyfiiggo és egy id6fliggs tag
szorzataként irjuk fel:

u(r, 0,t) = P(r,0)al(t).

A szorzatalakot a homogén membréanegyenletbe
helyettesitve és a teljes elmozdulassal leosztva:

62 vzw(ra 0)
¥(r,0)

Az id6fliggb tag megoldasa

(5.23)

_at)
=) —w2 (5.24)

a(t) = cos(wt + ), (5.25)
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vagyis a gerjesztetlen membran szabadrezgéseit
idében harmonikus fiiggvények irjdk le. A helyfiig-
g6 tagra pedig a

V24(r,0) = —k*)(r, 0) (5.26)

Helmholtz-egyenletet kapjuk, ahol & = w/c a hul-
ldmszam.

A Helmholtz-egyenlet megolddsahoz sziikségiink
van a V? Laplace-operdtor poldr-koordindtarend-
szerbeli kifejezésére is:

0%y 10y

2 - —
vwiar2+rar

1 0%y
. 5.2
r2 062 (5.27)

Eljiink ismét a véltozdk szeparaldsanak médsze-
rével, vagyis a ¢ elmozdulast irjuk fel

Y(r,0) = Yr(r)ve(0)

alakban. A Helmholtz-egyenletbe helyettesitve,
majd a v taggal végigosztva és r2-tel végigszoroz-
va, az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

(5.28)

S
A 6-tdl fiigg6 tagra felirt egyenlet
o(0) = —n*ye(0), (5.30)
aminek megoldésa:
Ye(f) =cos(nf +¢), neZ. (5.31)
Itt lényeges kiemelniink, hogy a polar-

koordinatarendszer miatt a 1o megoldasfiiggvény
a 6 valtozé szerint 2w-periodikus kell legyen,
vagyis a megoldds csak egész n-ek esetére igaz.

Az r-tél fiiggb oldal egyenlete kis atrendezés
utan

PR (r) + rYR(r) + (12K = n®)yr(r) = 0, (5.32)
illetve a v = kr 4j valtozo bevezetésével

VPR +WR(y) + (7 = n*)Yr(y) = 0. (5.33)

Eredményiil Bessel differencidlegyenletét kaptuk,
aminek megolddsai az abrdn lathat6 J,(v)
Bessel-fliggvények:

Yr(r) = J.(kr).

A Bessel-fiiggvények az alabbi tulajdonsagokkal
birnak:

(5.34)
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5.4. abra. A J, () Bessel-fiiggvények n = 0-t6l 3-ig

— A Bessel-fiiggvényeket az n rendszammal in-
dexeljiik, ami 0-tdl végtelenig fut.

— A nulladrendt Jy(v) fliggvény v = 0-ban 1 ér-
tékerdl indul, az 6sszes tobbi J,(v) fiiggvény
0-bdl. Az n-edrend(i Bessel-fliggvény az origo
koérnyezetében ~™ jelleggel viselkedik.

— A Bessel-fliggvények a harmonikus fiiggvé-
nyekhez hasonldan oszcilldlnak, de monoton
csokkené burkoléval. Nagy argumentumokra
(v > n? — 1/4) jol kozelithetdk a

Jn(y) =~ ,/% cos (fy - W) (5.35)

aszimptotikus kozelitéssel, vagyis szomszédos
zérushelyeik a harmonikus fiiggvényekhez ha-
sonldéan hozzavetélegesen = tavolsagra van-
nak egymdstdl. A /1/v jellegli amplitido-
csokkenéshez 1/v-val ardnyos energiacsokke-
nés tartozik, ami a hengerszimmetrikus terje-
dés sajatja (az energia a henger feliiletén osz-
lik el, ami a sugarral ardnyosan nd).

Feszitett membranok esetében természetesen
éliink az u(R,0,t) = 0 peremfeltétellel, ami az r-
fiiggd v (r) tagra felirhaté

Yr(R) = Jo(kR) =0 (5.36)
alakban fogalmazhatd meg.

Latjuk, hogy a szabadrezgések k£ hullamszamait
a Bessel-fiiggvények zérushelyei hatarozzak meg.
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m ‘ Jo J1 Ja Js3 Ju Js
1 | 24048 3.8317 5.1356 6.3802  7.5883  8.7715
2 | 55201 7.0156 8.4172 9.7610 11.0647 12.3386
3 | 86537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725 15.7002
4 | 11.7915 13.3237 14.7960 16.2235 17.6160 18.9801
5 | 14.9309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269 22.2178

5.1. tdblazat. A J, () Bessel-fliggvények ~,,,, zérushelyei. Nagyobb m értékekre a zérushelyek
kozelithet6k a v, = (4m + 2n — 1) /4 kifejezéssel.

A Bessel-fiiggvények tulajdonsdgaibdl kovetkezik,
hogy minden n értékhez végtelen sok zérushely tar-
tozik. Ha a J,,(y) fliggvény zérushelyeit ~,,,, jelo-
li, akkor a lehetséges megoldasokat a kR = 7,
egyenlet valasztja ki, ami alapjan a feszitett kor ala-
ki membranok ,,,, modusai

Yo (1 0) = Julkunr) cos(nb +C), Ko = 7
(5.37)
és a hozzajuk tartozé sajatfrekvenciak
m,nc
Winn = kmnc = FYT (5.38)

A médusalakokat az abra mutatja az n
=0...3ésm = 1...3 esetre. Az abrakon feltiin-
tettlik a modusok zérus elmozduldshoz tartozo cso-
movonalait és csomokoreit. A csomoéatmérok sza-
ma megenyezik az n értékkel, a csomdékorok sza-
ma pedig az m értékkel, ahol az m-edik csomokor
a membran pereme. Egyszer(ibb dbrazolasi lehetd-
ségként rajzolhatunk Chladni-dbrédkat is, melyek a
csomdvonalakat és atméroket tartalmazzak, vala-
mint feltiiltetik a koztes tartomanyhoz tartozo elé-
jeleket is.

5.2.3. Megiitott membranok szabadrez-
gései

A tovabbiakban egy fontos zenei alkalmazast, az
impulzusszerlien megiitott membranok szabadrez-
géseit vizsgaljuk.

Kiindulasként egyszert impulzusmodellt vizsga-
lunk, melyben a membrant ér6 ¢(r,6,t) gerjesz-
tés a membrdn kozéppontjdban levs, R, sugaru
korfeliileten egyenletesen eloszlé er6, ahogy azt
az [5.6] dbra mutatja. Az impulzust a kalapaccsal
gerjesztett hurmodellben bevezetett () intenzitas-
sal jellemzziik, ami az impulzus er6-idé fiiggvénye
alatti teriilettel egyezik meg. Ennek értelmében a

\ F(t)

5.6. dbra. A membran kozepére haté erdgerjesztés
térbeli és id6beli eloszldsa

g(r, 0,t) gerjesztés alakja
Q

R2r (5.39)

g(r,0,t) = (1 —e(r — Ryp)) d(t),
ahol e(r) az egységugras fliggvény. Az impulzussze-
ri erégerjesztéssel ekvivalens kezdeti sebesség ki-
fejezése a huroknal megtanult (2.65) Osszefiiggés

szerint

_ @

O’R(Z)’/T

vo(r,0) = 200D (1—e(r — Ry)).
g

(5.40)

Az u(r,0,t) valaszt ismét a médusok szuperpozi-

ciéjaként keressiik, vagyis

u(r,0,t) = Z Yo () mo(t)
m=0

= Z U mo (1) sin(wmt + ©m), (5.41)
m=0

ahol azonnal kihasznaltuk, hogy a gerjesztésiink
korszimmetrikus, vagyis nem fiigg a 6 koordina-
tatdl, igy a valaszban sem vesznek részt azok a
moédusok, melyek a 0 koordinatatdl fiiggenek. A 6-
fliggetlen médusalakok az n = 0 értékhez tartoz-
nak, ezért csak az n = 0 indexek szerepelnek a
megoldasban. A tovdbbiakban az n = 0 indexet el-
hagyjuk, és v, alatt a v,,,0 médust értjiik.
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5.5. dbra. Kor alaki membran médusalakjain = 0...3 ésm = 1...3 értékekre. A fekete vonalak a
modusok csomdvonalait és csomdkoreit jelolik.

A zérus kezdeti elmozdulasbdl kovetkezik, hogy

Pm = 0.
A kezdeti sebességre felirhatjuk, hogy

vo(r) =i(r,t =0)= > Unwmthm(r). (5.42)
m=0

A médusok ortogonalitdsa miatt (5.42]) az alabbi
kifejezéssel ekvivalens

_ L <7/}m7 U0>

e 542

m

ahol jelenleg a skaldris szorzat az R sugart korlap-
ra vett integréllal értelmezhet6:

(a, b) :/Aa(r,ﬁ)b(r,ﬁ)dA

/27r
0

R
a(r,0)b(r,0)rdrdd
0
R
= 27r/0 a(r)b(r)rdr.

(5.44)

Az utolsé egyenl6ségnél kihasznaltuk a 6 valtozdtdl
val¢ fliggetlenséget.

A skaléris szorzatokat behelyettesitve

1 Q fORO Jo(kmr)rdr
U = wm cR2w (B 12
m ORGT [ J8 (kmr)rdr
1 Q Ji(kmRo)
W cR3T %Jf(ka)
_ QRo 2J1 (kmRo)
Me (kaO)ZJ%(ka)’

(5.45)

ahol M = oR?n a membréan teljes tdmege. A tel-
jes megoldas ezek szerint az alabbi végtelen sorral
irhat¢ fel:

_QRy & 2.J1(kp Ro)
ulryt) = e n;){(kaO)2J%(ka)
X Jo (kmr) sinw,t}. (5.46)

5.3. Harmonikus membranok - a
timpani

Az ideélis membran sajatfrekvenciai nem az alap-
hang egész szdmu t6bbszordsein jelennek meg, ha-
nem a Bessel-fiiggvények gyokei altal kijelolt frek-
vencidkon. Ennek ellenére membranofon hangsze-
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rek is lehetnek alkalmasak ,zenei” jatékra, vagy-
is adott magassagu hangok tiszta megszolaltatasa-
ra. A legismertebb, adott magassagon megszdlalo
membranofon hangszerek a timpanik (iistdobok).

A timpani egy kozel félgomb alaku iistre kifeszi-
tett membranbdl 4ll. Az iist anyaga leggyakrabban
réz. A membran anyaga korabban borjubér volt,
de ma mar inkdbb az 6tvenes években kifejlesz-
tett, kiilénosen erds poliészterbdl, mylarbol késziil,
ami lényegesen homogénebb, illetve a levegd para-
tartalmdra is érzéketlen. A mylar membranok vas-
tagsaga tipikusan 0,2 mm, slr(iségiik pedig p =
= 1,38-10% kg/m3, aminek értelmében az egységnyi
feliiletre es6 tomegiik o = 0,276 kg/m?2. A memb-
ranban terjedd rezgés ¢ ~ 100 m/ s sebességét az
S =~ 2760 N/m feszit erd biztositja.

A membran hangmagassaga a feszit6 erd valtoz-
tatasaval egy szext tartomanyon beliil valtoztatha-
té, amihez a feszit6 erének = 3-szoros tartomany-
ban kell véltoznia. A feszit6 er6t a jatékos a timpani
pedédlmechanikdjan keresztiil befolydsolhatja.

Mivel a jatékos a timpanit altaldban nem ko-
zépen, hanem a sugar felez6pontjanak kornyékén
vagy a peremhez kozeli negyedel6pontjan iiti, nem

z (1,0), hanem az (1,1) médus a timpani alapmé-
dusa. Timpanikon végzett mérések szerint a hang-
képben jellemzéen kiemelked6 tovabbi mddusok
az (1,1), (1,2), (1,3), (1,4) és (1,5) alakok, melyek
(1,1)-hez képest mért relativ frekvencidi

1:1,5:2:244:2)9,

ami igen kozel esik az 2:3: 4 : 5 : 6, alapharmoni-
kusban hidnyos harmonikus sorhoz. Idealis memb-
ran esetén a megfeleld frekvenciaaranyok

1:1,34:1,67:1,98:2,29.

Az eltérés oka tobb tényez6ben keresend6: A leg-
fontosabb tényez6 a membrant feliilrél terheld, a
membrannal egyiittmozgd levegd tomege. Okol-
szabdly szerint kis frekvencidn az egylittmozgd 1ég-
térfogat jol kozelithetd a membran folotti 8R /37
vastagsagu 1égoszlop m; tomegével:

PoSR _ 8po R?

5.
3T 3 (5:47)

my = R27T X

ahol py a levegd stirlisége. A 200-300 Hz-es tar-
tomany folott az egylittmozgd légréteg tomege a
frekvencia négyzetével ardnyosan csokken, aminek
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koszonhet6en 500 Hz f616tt ez a hatds mar teljesen
elhanyagolhatd.

A méasodik domindns jelenség az iistben levé zart
légtérfogat merevité hatasa. Ez a hatds a membran
sajatfrekvenciainak enyhe novekedését okozza, de
tipikusan csak a korszimmetrikus (m,0) médusok
esetében.

Harmadik domindns hatds a membran anyaga-
nak merevsége, mely a merev hurokhoz hasonléan
a magasabb frekvenciaju médusok frekvenciait fel-
felé tolja. Ez a hatas tipikusan 0,5-1%-os frekven-
cianovekedést eredményez.

5.1. példa Membrdnra haté légterhelés 1.
Mennyivel mélyiil egy kisfrekvencias membran-
modus sajatfrekvencidja a légterhelés hatasara?
A membran dtméréje R = 33 cm, slrlisége o =
= 262 g/m?, a levegd siirlisége py = 1,225 kg/m?3.
A frekvenciacsokkenés kifejezése

W’ _V k/(mum +my) (5.48)
w k/my, ’

ahol m,, a membran témege, m, a terheld leve-
g6 tomege, k pedig a membran mdédusahoz tartozé
ekvivalens rugéallando. A kifejezés kifejtése

R2mo

A
w  Vmp+my | R2no + R2mpo8R/3n
1 1
= = = 5.
Vi+esE Vit 066,  (5.49)

ami igen jelentds, tobb mint egy tiszta kvintnyi
hangmagassag-csokkenésnek felel meg.
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6. fejezet

Lemezek rezgései

A lemezek rezgései témakort csak érintélege-
sen targyaljuk, mivel hangszerek esetében ritka
az egyenes sik lemez mint hangsugarzé. A hu-
ros hangszerek sugdrzo testét vagy merevitik, vagy
meghajlitjdk a kell6 merevség elérése érdekében,
az 1it6s hangszerlemezek, pl. cintanyérok is hajli-
tottak. Ezen beavatkozasok jelentésen maddositjak
a sugarzo viselkedését, ezért a sik lemezekkel nem
érdemes behatdan foglalkoznunk.

Jelen fejezetben felirjuk a sik lemezek rezgé-
seit leir6 differencidlegyenletet, majd a megolda-
sok elemzése helyett csak néhdny alapvetd jelenség
megfigyelésével foglalkozunk.

6.1. Homogén sik lemez rezgései

A homogén sik lemez fontos anyagjellemzbi a
p tomegslriliség, a lemez anyagdnak E Young-
modulusa és v Poisson-szdma. A Poisson-szdm
anyagjellemz6, és azt adja meg, hogy az anyagra
haté direkt fesziiltségek milyen mértékben ered-
ményezik az anyag keresztiranyt deformacidjat.
A Hooke-torvény a Poisson-hatas figyelembe véte-
1ével az alabbi alakban irhatd fel:

1

Ex = 5 (04 —vOoy —Vv0y,) (6.1)
1

=g (—voy + 0, —vo,) (6.2)
1

€, == (—vo, —vo, +0,) (6.3)

E

vagyis az x irdnyu alakvaltozdsban részt vesz az
y és z iranyu direkt fesziiltség is, negativ elgjel-
lel. A Poisson-szam értéke elméleti megfontolasaok
alapjan —1 és 1/2 kozott valtozhat. A v = 1/2 érték
az 0sszenyomhatatlan anyagokhoz (pl. 1agy gumi)

tartozik. Falemezekre a Poisson-szam tipikusan 1/4
és 1/3 kozott mozog.

A homogén lemez keresztiranyu hajlito rezgéseit
leir6 differencialegyenlet alakja

g — V2DV?u = oii, (6.4)

ahol g(z,y) a lemezre hatd feliiletegységre vetitett
keresztiranyu erd, u(x,y) a lemez keresztiranyu el-
mozduldsa, D pedig a hajlité merevség
_ ER®

C12(1 —w?)’

ahol h a lemez vastagsdga. Vegyiik észre, hogy az
egyenlet nagyon hasonlit a rudak hajlité rezgése-
it leiré differencidlegyenlethez. Az egyenlet hely
szerint negyedrend(i, idé6ben mésodrendd, a hajlité

merevség pedig rokon a téglalap keresztmetszet(
riad EI = Eh*w/12 hajlité merevségével.

D (6.5)

6.1.1. Lemezek diszperz viselkedése

Akarcsak a rudak hajlité rezgései, a lemezek haj-
lité rezgései is diszperz mdédon terjednek. A disz-
perzidrelaciohoz vegyiik a gerjesztetlen differenci-
alegyenlet id6ben és térben harmonikus valtozatat,
melyben u(t) o el“? és u(x,y) o e=IF87:

k%Du = ow?u, (6.6)
ahonnan

k% = +\/o/Dw. (6.7)
A kg = w/cp 0Osszefiiggés felhaszndldsaval a hajlito
hulldm cp sebessége

Cp — \4/ Q\/E
oz

Ez a rudakkal analég mddon a frekvencia négyzet-
gyokével aranyos.

(6.8)
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6.1. dbra. Ortotrép falemezek longitudindlis,
radidlis és transzverzalis irdnyainak definici6ja

6.1.2. Ortotrdp falemezek

Falemezek esetében a diszperzié mellett fontos a
lemez ortotrép viselkedése. A hangszerlemezeket a
jo butorlapokhoz hasonléan az évgytiriikre merd-
legesen, sugar mentén kivagott vékony falapokbdl
ragasztjak Ossze, 1gy a lemezek biitiirészén az év-
gylrdk merdbleges vonalkazatot adnak. A falapok
ortotrép viselkedésének jellemzéséhez bevezetjiik
a longitudinalis, transzverzalis és radialis iranyo-
kat a |6.1} abran vazolt mdédon. Az ortotrép visel-
kedés azt jelenti, hogy az anyagjellemzok irany-
fliggbek. A falemez masként reagdl a longitudina-
lis irany fesziiltségekre, mint a radidlis iranytak-
ra. A falapoknak kiilon megadhaté az E;, E; és
E, Young-modulusa, illetve a Poisson szam mind
a kilenc iranykombindcidra. Hangszerlapok eseté-
ben ezek kozil az E;, E,. , v, és v, érdekes.
A Young-modulusok koziil a longitudindlis irdanyu
a nagyobb, vagyis a lapok merevebbek longitudina-
lis iranyban. A kiilonb6z6 iranyd Young-modulusok
ardnya akdr a tizes nagysagrendet is elérheti.

Az ortotrép viselkedés kovetkezménye, hogy fa-
lemezek esetében a degeneralt médusok nem négy-
zet, hanem egy bizonyos oldalardnyu téglalap ala-
ki lemezekben fordulnak elS. A kivant oldalarany

L _ J[E
L, E.’
ami hozzavetblegesen 1,5 és 1,9 kozott mozog, és
jellemz6 a heged- és gitarfélék csaladjara.

(6.9)

6. FEJEZET. LEMEZEK REZGESEI

6.2. Merev membranok

A hurok és rudak kozti hatarvonal nem éles, ha-
sonlé médon a membranok és lemezek sem kiilo-
nithetéek el hatarozottan egyméstdl. Minden feszi-
tett membrannak van némi 6nall6 merevsége, ami
a merev hurokhoz hasonléan inharmonicitasként
jelentkezik. Membranok esetében okafogyott az in-
harmonicitds elnevezés, hiszen a membranmaddus-
ok zérus merevségli membran esetében sem alkot-
tak harmonikus felhangsort. Timpanik esetében az
inharmonicitds a sajatfrekvencidk szazalékos emel-
kedését eredményezi.



7. fejezet

Kisérleti moduselemzés

A korabbi fejezetekben lattuk, hogy a rezgd rend-
szer mdédusainak ismeretében kénnyen leirhatjuk
a rendszer tetszéleges gerjesztésre adott valaszat.
A kovetkezé fejezetben célunk egy rezgd rendszer
modusainak kisérleti, vagyis mérés utjan torténd
meghatarozasa. Ez a téma a kisérleti méduselem-
zés (Experimental Modal Analysis, EMA).

A kisérleti méduselemzés gyakorlati kivitelezé-
se két 1épésbdl dll. Az els6 1épésben megmérjiik
a rendszer h(t) eré-elmozdulds impulzusvalaszait,
majd a mért impulzusvalaszok alapjan meghata-
rozzuk a moédusok w,, sajatfrekvencidit, a,, csilla-
pitasi tényezdit és 1, (x) mddusalakjait.

7.1. Az impulzusvalasz mérése

7.1.1. H1- és H2-becslok

Képzeljiik el az aldbbi egyszeri mérési feladatot.
Egy fizikai rendszert az x bemeneti és y kimene-
ti mennyiségek kozotti h aranyossagi tényezo jel-
lemez (példdul egy idealis linedris rugé esetében
lehet a gerjesztés a rugdra hatd erd, a valasz a rugo
megnyuldsa, a rendszert pedig a rugé engedékeny-
sége jellemzi).

y = hx (7.1)
Célunk a h aranyossagi tényez6 meghatarozasa,
ezért N fiiggetlen méréssel felvessziik a rendszer
x; gerjesztésekre adott y; valaszait. Mind az x; ger-
jesztéseket, mind az y; valaszokat mérjiik, és a mé-
rések természetesen zajjal terheltek. Igy az Gssze-
tartozo x;,y; parok pontjai nem esnek egy egye-
nesre, hanem attél némileg eltérnek. A rendszer
becsiilt h atvitelét tigy vélasztjuk meg, hogy mini-

malizélja a

Z(Iiﬁ —y;)? (7.2)

i=1

négyzetes hibat. A hiba lokélis minimumat a kifeje-
z€s h szerinti derivaltjdnak zérushelyén keressiik:

2(1}71 — yt)xl = O, (73)
i=1
ahonnan
N
RHL _ Zi:l TiYi xy (7.4)
B Zf\; TiTq - xTx .

ahol x és y a mérési eredményeket tartalmazo osz-
lopvektorok. Az eredményként kapott kifejezést a
h mennyiség H1-becsl6jének nevezziik.

A becslést alternativ modszerrel tgy is elvégez-
hetjiik, hogy a g¢ 1/h reciprok mennyiségre
adunk legkisebb négyzetes hibaju becslést:

N
> (4:ig — x:)” — min, (7.5)
=1

aminek megoldasa

_H1 X
== (7.6)
I yly

Az eredmény reciprokdt véve kapjuk h alternativ
becslését:

N
_ Zi:1 YiYi _ yTy

SH1 — N Ty’
27;:1?/1'551' y X

g
amit a h mennyiség H2-becsléjének neveziink.

2 = (7.7)
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—H1
—H2

7.1. dbra. Az (x;,y;) pontokra illesztett H1- és
H2-becslék. A H1-becslé a kék, a H2-becsl$ a piros
vonalakkal jelzett tdvolsagok négyzetOsszegeit
minimalizélja.

A H1- és H2-becsl6k kozti koncepciondlis kii-
16nbséget a[7.1] 4bra szemlélteti. A H1-becsl6 az y-
tengely menti eltérések négyzetdsszegeit minima-
lizélja, igy akkor érdemes hasznalni, ha a rend-
szer kimenetén megjelend, a mérend6é mennyiség-
gel korrelédlatlan zajt akarjuk kidtlagolni. A H2-
becslé az z-tengely menti eltérések négyzetossze-
gét minimalizdlja, igy akkor érdemes haszndlni, ha
a rendszer bemenetének mérését terheli a beme-
nettel korreldlatlan zaj.

A H1- és H2-becsl6k aranyat a mérés determina-
ciés egyiitthatéjanak vagy koherencidjanak nevez-
zlik. Ennek értéke mindig 0 és 1 kozé esik:

]fLHl

0< SRS VALY

S (7.8)

A koherencia akkor egy, ha a mérés zajmentes, és
a mért rendszer linedris. Ellenkez6 esetben a ko-
herencia egynél kisebb lesz. Zérushoz kozeli kohe-
rencia esetén a mérést erésen terheli a zaj, vagy a
rendszer nem irhato le linearis modellel.

Komplex mennyiségek mérése esetén is értel-
mezziik a H1- és H2-becsl6ket, itt a vektoros meg-
hatarozasi médok az érvényesek, annyi kiilonbség-
gel, hogy a transzponalt vektorok helyett konjugalt
transzponalt vektorokkal kell szdmolnunk.

7. FEJEZET. KISERLETI MODUSELEMZES

7.1.2. Az impulzusvalasz mérése

A rendszer h;(t) eré-elmozdulds impulzusvalasza-
it a kovetkezé mddon értelmezziik: A mért rend-
szer x, pontjaban pontszerd §(t) eréimpulzussal
hatunk, és mérjiik a rendszer x; pontjaiban az el-
mozdulas h;(t) idéfiiggvényét.

Természetesen a valésagban nem tudjuk kivite-
lezni a 4(t) impulzussal valé gerjesztést, hanem
egy valdsagos f(t) kalapacs-impulzussal gerjeszt-
juk a rendszert, és az w;(t) valaszokat mérjiik. Az
impulzusvalaszt spektralis elemzéssel hatarozzuk
meg, vagyis képezziik a valaszok U,;(jw) Fourier-
transzformdltjainak és a gerejsztés F'(jw) Fourier-
transzformadltjanak H,(jw) hdnyadosait, és ezeket
inverz Fourier-transzformalva megkapjuk az impul-
zusvélaszokat, ahogy azt a[7.2] dbra mutatja.

A mérés soran problémat jelent, hogy tipikusan
tobb tucat, vagy akar tobb szaz poziciéban is mér-
ni akarjuk a rendszer valaszdt, ezért a sok rez-
gésérzékelbvel végzett szinkron mérés lehetetlenné
valik. Szerencsére kihasznalhatjuk a rendszer re-
ciprok voltat, miszerint az x, pontban gerjesztett
rendszer x; pontban mért valasza megegyezik az x;
pontban gerjesztett rendszer xo pontban mért vala-
szaval. Eszerint a rezgé rendszerre egyetlen rezgés-
érzékel6t helyeziink, majd az objektumot végigka-
lapéljuk az x; poziciékban. gy nagy szamu f;(t)
gerjesztést és u,(t) valaszt mériink.

A mérés soran fellép6 zajok hatdsat atlagolas-
sal csokkentjiik. Az x; pontban torténd gerjesztés
esetén nem csupdn egy regisztratumpart rogzitiink,
hanem a mérést N-szer megismételjiik. A vett re-
gisztratumokat h{™ (t) és u{™ (t)-vel jeldljiik, ahol
n az atlagolds indexe. Az atlagolast a spektralis tar-
tomanyban, H1-becslével végezziik. Ez azt jelenti,
hogy az atviteli fliiggvényt

SN Er™ ()0 (jw)

HZ-Hl(jw) = (7.9)
S B0 (i) F{™ ()
alakban becsiljiik, a koherenciat pedig
: H™ (jw)

alakban adjuk meg, ahol a H2-becsl6 definicidja ér-
telemszer(ien

SN U™ (jw) U™ (jw)
SN U0 (jw) F™ (jw)

K2

H"®(jw) = (7.11)
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7.2. dbra. Az impulzusvdlasz-mérés blokksémadja

7.2. Moduselemzés

Az impulzusvélasz-mérés soran eléallitottuk a
rendszer h;(t) = h(x;,t) impulzusvdlaszait, melyek
— szabadrezgésrdél 1évén sz6 — a modalis szuperpo-
zici6 felhasznalasaval

h(x;,t) = Z Untbn (x:) cos(wnt + ¢y, )"

n=1
(7.12)
alakban irhatok fel. A cos fliggvény exponencidlis
alakjat felhaszndlva (7.12)) ekvivalens alakja

hi(t) =Y (rme%t - r:‘”-e%ft) : (7.13)
n=1
ahol
Vn = —Q + Jwn (7.14)

a rendszer komplex pdlusai, melyek az w, sajdt-

frekvencidkat és az «,, csillapitasi tényezéket adjak

meg, az

Unﬂ}n (Xi)ej@n
2

tagok pedig a médusokhoz tartozé reziduumok.
Latjuk, hogy a rendszer sajatfrekvencidi és csil-
lapitasi tényez6i, vagyis a komplex pélusok nem
fliggnek a gerjesztés és a valasz helyzetétdl, vagy-
is az ¢ indext6l. A reziduumok tartalmazzdk a

(7.15)

Tni =
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helyfiiggé mddusalakokat, igy ezek nyilvdn mas-
mas értéket vesznek fel a kiilonb6z6 gerjesztés-
vélasz parok esetére. Erdemes megjegyezni, hogy
a (7.12)-ben az U, egyiitthaték tartalmazzak a
¥n(xg) szorzétényezot, ami azt jelenti, hogy ha a
mérési pozicié valamelyik médus nullhelyére esik,
akkor az adott médus nem jelenik meg a h; im-
pulzusvalaszokban, igy az elemzés sordn a hozza
tartozo sajatfrekvenciat, csillapitasi tényezét illet-
ve mddusalakot nem tudjuk meghatdrozni.

7.2.1. A komplex polusok meghataro-
zasa

Célunk elséként a v,, komplex pélusok, vagyis a sa-
jatfrekvencidk és csillapitdsi tényezok felvétele.
Valdsdgos mérés esetén az idofiiggvények At
id6kozonként rogzitett mintdk formdjaban, ¢t =
= kAt, k = 1,2..., K alakban allnak rendelkezé-
siinkre. Ekkor a modalis szuperpozicié alakja

D
hilk] = (rnizh + ,20F)

n=1

(7.16)

ahol

— At
zn — e’Yn s

(7.17)

és a szuperpoziciét D szamu modusra korlatoztuk

(7.16)-ban a h;[k] mintasorozat 2D diszkrét z-
hatvanyfiiggvény szuperpozicidja, vagyis egy 2D-
foku diszkrét rendszer szabadvalasza. E diszkrét
rendszer rendszeregyenlete a

hi[k] = a1h[k — 1] + agh[k — 2] + ... aaphlk — 2D]

(7.18)
rekurziv képlettel adhaté meg. Fontos, hogy a
rekurzié a, egyiitthatéi az ¢ indextdl fiiggetle-
nek, vagyis minden impulzusvélasz ugyanannak a
rekurzids Osszefiiggésnek engedelmeskedik. Mivel
(7.16)-ban a z, tagok komplex konjugélt parokat
alkotnak, a rendszeregyenlet a,, egyiitthatdi vald-
sak. A rendszeregyenlet és a z, komplex gyokok
kozti Osszefiiggést az adja meg, hogy a z,, értékek
a rendszeregyenlet

D
Az = [[G=-z)( -2 (7.19)
n=1
_ 2D _ a122D—1 e —ayp1% —asp

karakterisztikus polinomjanak gyokei.
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A szamitast idétatomdnybeli illesztéssel végez-
zlik, vagyis a mért h;[k] impulzusvalasz mintdk
alapjan prébdljuk meghatarozni a rendszeregyen-
let a,, egylitthatdit. Ehhez felirjuk a szuper-
poziciot az i-edik impulzusvalasz minden egymads
melletti 2D + 1 szamu mért h;[k] mintajara. Az i
indexeket lehagyva:

h[1] h[2] h[2D]
h[2] h[3] h[2D + 1]
; ; ANE
h[K —2D —1]  h[K —2D] h[2D + 1]
h[K —2D]  h[K —2D +1] h[K — 1]
h[2D +1]
Z; R[2D + 2]
x = : (7.20)
: hIK — 1]
a2p h[K}
Ugyanez kompakt formaban:

Az egyenletrendszert az Osszes impulzusvélaszra
felirva, majd koz6s matrixba rendezve az aldbbi
egyenletet kapjuk:

R, Y1
R, y2

. la= . (7.22)
Ry YN

A sokszorosan tulhatarozott egyenletrendszer (ti-
pikusan szazezres nagysagrendl egyenletszam né-
héany tucat ismeretlenhez) legkisebb négyzetes ér-
telemben optimaélis megolddsat ugy kapjuk, hogy
az egyenletet balrdl szorozzuk az R matrix transz-
ponaltjaval, majd a bal oldalon megjelené 2D x 2D
méret( egyiitthatématrixot invertaljuk:

a=(R"R) R"y. (7.23)

Az a, egylitthatdk ismeretében meghatarozzuk

az A(z) polinom z,, komplex konjugélt gydkparjait,
majd a komplex pdlusokat a

In z,,

AL (7.24)

Vn = —Qp + jwp =

Osszefliggéssel szamithatjuk.

7.2.2. A mdédusalakok meghatarozasa

A komplex polusok felvétele utan, masodik illesz-
tési fazisban hatarozzuk meg az egyes impulzusva-
laszokhoz tartozo r,; reziduumokat. Irjuk fel ismét

7. FEJEZET. KISERLETI MODUSELEMZES

(7.16)-ot az i-edik impulzusvélasz minden minté-
jara:

21 z9 ZD 29 %)
22 22 2% 232 252
. . . X
K K K xK x K
21 2z ... zp A 2%
T14
T2
hi[1]
: hi[2]
X TDi = . . (725)
" :
rr :
14
hi[K]
*
TDi

Az erbsen tulhatarozott, K x 2D méret(i Zr; =
= h; egyenletrendszert impulzusvalaszonként
kiilon-kiilon ismét a legkisebb négyezetek mddsze-
rével oldjuk meg, vagyis

r, = (2"Z) "' Z"n;, (7.26)
ahol H a konjugdlt transzponaltat jeldli.

A reziduumok meghatdrozésa utdn a v, (x;) mé-
dusalakok kinyerése mdar egyszer(i, ehhez mind-
0ssze az r,;/r,1 hanyadost kell képezniink, aminek
értéke v, (x;)/1n(x1). Nem kapjuk meg tehat amp-
litiddhelyesen a médusalakokat, hanem a kivalasz-
tott els6 (vagy tetszOleges masik referencia) cso-
moponthoz viszonyitott értékiiket nyerhetjiik ki. Ez
nem probléma, hiszen a mdédusalakok természete-
sen tetszés szerint Ujraskalazhatdk, ezzel pusztan
a modalis szuperpozicié U,, egyiitthat6i médosul-
nak.



8. fejezet

A hangtér

8.1. Bevezetés

Eddig rezgé mechanikai rendszerekkel foglalkoz-
tunk, a hatralevé fejezetekben pedig a rezgd testek
hangkeltési mechanizmusat, illetve a hang leveg6-
ben vald terjedését leird fizikai modelleket targyal-
juk.

8.2. A hangtér alapegyenletei

Targyalasunkat természetesen a hang terjedését
leiré differencidlegyenlet levezetésével kezdjiik.
A hangot leiré els6dlegesen fontos mennyiség a
P(x,t) légnyomds, mely felbonthaté a mind tér-
ben, mind idében allandé P, 1égkori nyomas és a
p(x,t) hangnyomads Osszegére:

P(x,t) = Py + p(x,1) 8.1)
hétkoznapi koriilmények kozott a normal 1égkori
nyomas értéke Py = 103 kPa.

8.2.1. Egydimenzids leiras

El6szor a hangterjedést leiré differencidlegyenlet
egydimenzios valtozatat vezetjiik le. Az egydimen-
zids leiras azt jelenti, hogy minden mennyiség csak
a tér x koordinatdja mentén valtozik. Ez a feltétel
megallja a helyét olyan hullamvezet6kben (pl. cs6-
vekben), melyek keresztiranyud mérete lényegesen
kisebb a benniik haladé hang hulldimhosszanal.
Tekintsiik a abrén lathato, A keresztmetsze-
t hulldmvezeté Ax hosszu szakaszat, és irjuk fel
az ¢ és x + Ax pozicidk kozti levegédarabra haté
er6k eredjét! A levegédarab bal oldaldra P(x,t)A

75

L u(w) u(x + Azx)
Pl) P P+ A)
T x4+ Az

8.1. dbra. Légtérfogat az egydimenzios
hulldmegyenlet levezetéséhez

er6 hat, jobb oldalara —P(x + Ax)A. Newton II.
toérvényének alakja ezek szerint

P(z,t)A — P(x + Az)A = poAAzii(x,t)  (8.2)

ahol pg = 1,225 kg/m? a levegd stirlisége, ii(x,t)
pedig a leveg6darabka elmozdulasanak id6 szerinti
masodik derivaltja, azaz a gyorsulas. A lehetséges
egyszerlsitések és hataratmenet képzése utan a

—P'(z,t) = poii(z,t) (8.3)

Osszefiiggést kapjuk. Kihasznalva tovabba a (8.1
szuperpoziciés Osszefiiggést és a normadl légkori
nyomas allanddsagat, a Newton-t6rvény alabbi for-
majahoz jutunk:

—p/(x,t) = Pou(xvt) (84)

Ez a hangtér els6 alapegyenlete, amit a hangtan-
ban gyakran haszndlatos v(z,t) részecskesebesség
mennyiség bevezetésével az

alakban is irhatunk.

A masodik alapegyenletiink a gaztérvény, mely
a légnyomas és a leveg6darab térfogata kozti kap-
csolatot irja le. A hallhaté hang frekvenciatartoma-
nydban a leveg6 allapotvéltozdsa adiabatikus, ami
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Py

Py+p

Y

Vo Vo+AV \%4

8.2. dbra. A leveg6 adiabatikus
allapotvaltozasanak linearizalasa

azt jelenti, hogy nincs hicsere a szomszédos leve-
gbszegmensek kozott. Az adiabatikus allapotvalto-
zast leifrd egyenlet

PV" = dlland6 = C (8.6)

alakd, ahol k¥ = c¢p/cy a leveg6 fajhdallanddja, ami
az alland6 nyoméason mérhetd cp és az allando tér-
fogaton mérhet6 ¢y fajhSk ardnya. Levegd esetére
a fajhballando értéke x = 1,4.

A tovéabbiakban linearizdljuk a gaztorvény alak-
jat, vagyis a P—V gorbét a P, munkapontban érin-
té egyenessel kozelitjiik a abran mutatott mo-
don. Ezt megtehetjiik azért, mert a A P nyomasval-
tozas lényegesen kisebb a normal 1égkéri nyomas-
nal.

A

P=Cv=" 8.7)

Osszefiiggés alapjan a A P nyomdsingadozas kifeje-
zése

oP cv—- AV

AP= —| AV =- AV = —kPy—
FYa " \%4 K v " xk P T

(8.8)

A AV/Vy relativ térfogatvéltozds kifejezése

kénnyen megadhaté a levegédarabka bal és jobb
oldaldnak elmozdulésaival:
AV (u(z + Az) —u(x)) A
Vo Az A
Hasznaljuk ki végiil,hogy a AP nyomasingadozas
a p hangnyomast adja meg:

—u'(r)  (8.9)

(8.10)
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valamint helyettesitsiik be p kifejezésébe a rela-

tiv térfogatvaltozasra kapott eredményt. Ekkor a

hangtér masodik alapegyenletéhez jutunk:

p(x,t) = —xPou/(x,1) (8.11)

A hangtér masodik alapegyenletének hely szerin-

ti els6 derivaltjat és az elsé alapegyenletet Gssze-
vonva, az alabbi hulldimegyenletet kapjuk:

" _ Po .. _i,.
u'(x,t) = —Hpou(x,t) = Czu(x,t) (8.12)
ahol
c= 5P (8.13)
Po

a hang terjedési sebessége a levegében. Ennek ér-
téke hozzdvetdlegesen ¢ = 340 m/s.

Alternativ kifejezésként vonjuk 0Ossze az elsé
alapegyenlet hely szerint elsé derivaltjat a maso-
dik alapegyenlet id6 szerinti masodik derivaltjaval.
Ekkor a nyomasra felirt hullimegyenlethez jutunk:

p(x,t) = C%z'?'(x,t) (8.14)

A fentieket Osszefoglalva, a hangtér egyenleteit
dltalaban az aldbbi két egyenlettel adjuk meg:

" (x,t) (8.15)

(8.16)

1.
gp(x,t)
p/(l',t) = —po’[}(l‘,t)

8.2.2. Haromdimenzios leiras

A kovetkezékben a hulldmegyenletet levezetjiik
a hdromdimenzids 4ltaldnos esetre. tekintsiik
a abran lathatd, altaldnos zart V' térfogatot,
melynek feliiletét jelolje A, a feliilet x pontjaban
kifelé mutatd egységnormadlist pedig n(x).

A teljes V térfogatra felirhatjuk Newton masodik
torvényét, miszerint

—/ p(x)n(x)dA = / poi(x)dV (8.17)
A v

Itt a —pnd A tag a feliiletre hatd, a kiilsé nyomas-
bdl szarmazd erét jeloli. A Gauss-tétel értelmében
a feliileti integréal térfogati integralld alakithato:

—/ Vp(x)dV:/ pou(x)dV (8.18)
1% \%
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8.3. dbra. Zart térfogat a haromdimenzios
hulldmegyenlet levezetéséshez

és mivel az egyenletnek tetszélegesen megvalaszott
V térfogatra fenn kell dllnia, az integrandusoknak
meg kell egyezniiik:
Vp(x) 4+ pov(x) =0 (8.19)
ahol bevezettiik a v részecskesebesség vektort.
Az egydimenziés levezetésnél eredményiil ka-

pott (8.8) képlet valtoztatds nélkiil alkalmazhatd
a haromdimenzids esetre:

p(x) = —KPQ% (8.20)
ahol a relativ térfogatvaltozas kifejezése
T =7 [ a0 nGoaa
- %/Vv )V 5 V-ulxt) (8.21)
ahonnan a mdsodik alapegyenlet
p(x,t) = —kByV - u(x,t) (8.22)
illetve a sebességgel kifejezve
p(x,t) = —kPyV - v(x,t) (8.23)

A masodik alapegyenlet idé szerinti elsé deri-
valtjabol és az els6 alapegyenlet divergenciajabol
a nyomasra felirt hulldimegyenlet adddik:

VVplxt) = gt (824
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Kihaszndlva, hogy V-V = V2 = A, a hdromdimen-
ziés hangtér egyenleteit az aldbbi formaban foglal-
hatjuk 6ssze:

VQP(X> t) = C%ib.(xa t)
Vp(x,t) + pov(x,t) =0 (8.25)
8.3. A hullamegyenlet egyszerii

megoldasai

A tovabbiakban a hulldmegyenlet egyszeri megol-
désait keressiik meg.

8.3.1. Sikhullamok

A htregyenlettel mutatott teljes analdgia szerint az
egydimenziés hulldmegyenletnek megoldasai a ¢
sebességgel halado, tetszbleges kétszer derivalha-

t6 hullamalakok:
p(z,t) =pT(ct —x)+p (ct+ ) (8.26)

A gyakorlatilag fontos harmonikus esetben a hul-
lamegyenlet alakja a Helmholtz-egyenlet:

p"(a) + k*p(x) = 0

ahol k¥ = w/c a hang hullamszama. A Helmholtz-
egyenlet dltaldnos komplex alaku megolddsa

p(x) = Ae~ik 4 Belke (8.28)

(8.27)

ahol A és B a pozitiv és negativ iranyba haladé sik-
hullamok tetszéleges komplex amplitidéi. Eljiink
a B = 0 feltétellel, vagyis csak a pozitiv irdnyban
haladé hullamot valasszuk ki a megoldasbdl, majd
irjuk fel a Newton-torvény alapjan a hangnyomads
és a részecskesebesség kapcsolatat:

1 jkp(z x z
o) = —- p,(x):J.p():p():p()
jwpo jwpo  poc z

(8.29)

ahol z = ppc. Eredményiink szerint a levegd-

ben haladé sikhullam nyomasa és sebessége ko-
zOtt a z = poc mennyiség, a sikhullamu tér hul-
lamimpedancidja teremti meg a kapcsolatot. A sik-
hulldm nyomaésa és sebessége fazisban van egy-
massal, vagyis nyomasmaximumhoz sebességmaxi-
mum tartozik, a nyomds zérushelyéhez pedig a se-
besség zérushelye is. A sikhullamu impedancia ér-
téke hozzdvetdlegesen 409 Pas/m
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8.3.2. Megoldas gombi kooridnata-
rendszerben

Kovetkez6 fontos esetként a haromdimezios

Helmholtz-egyenlet és Newton-t6rvény megolda-
saval foglalkozunk :

Vp+k*p=0
Vp + jwpov =0 (8.30)
A megoldast gombi koordinatarendszerben keres-
stik, vagyis p(x) = p(r,0,¢), tovabba az egysze-
riiség kedvéért feltessziik, hogy minden mennyiség
csak az origdtdl mért r tavolsagtdl fiigg. Ebben az
esetben a gradiens az r szerinti differencidlasnak
felel meg, a Laplace-operator kifejezése pedig

_ 19 (50p
Ap = r2 Or (7‘ 87‘)

Behelyettesitéssel konnyen ellen6rizhet, hogy a
Helmholtz-egyenletet kielégiti a

(8.31)

e—jkr

p(r)=A (8.32)
T

nyomasfiiggvény, ahol A tetszéleges konstans. A

megoldéas az origdtdl ¢ sebességgel tdvolodd gomb-

hullamot ad meg, melynek amplitiddja a tavolsag-

gal aranyosan csokken.

8.3.3. A lélegz6 gomb

Ilyen gébmbi nyomadsteret az un. 1élegzé gomb hoz
létre. A lélegz6 gomb egy R sugard gombfelii-
let, melynek feliiletén p, harmonikus hangnyomas
uralkodik. Szimmetriaokokbok nyilvdnvalé, hogy
a lélegzé gobmb gombszimmetrikus teret ébreszt,
vagyis a nyomas helyfiiggését a egyenlet ad-
ja meg. A p(R) = po peremfeltétel felirasdval az A
konstans kifejezhetd, és megoldasként a

o—ik(r—R)

IR (8.33)

p(r) = po
nyomasfiiggvényt kapjuk.
GOombhulldm1 térben a p nyomas és a v sebesség
kapcsolata tetsz6leges poziciéban

1 jkr+1

r) = - (8.34)
poc jkr

p(r)
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-5 0 5
ko [-]

8.4. dbra. Az origéban elhelyezett pontszer( forrds
(bal) sebesség- és (jobb) nyomasterének
fazisviszonyai. Az dbra az 1/r-es
amplitudécsokkenést nem mutatja.

ahonnan a gombhulldmu hangtér specifikus impe-
dancidja az origo6tdl r tdvolsdgban

jkr

—_ 8.35
1+ jkr ( )

_b_
Zs = = = poC
v

A sikhullamu és a gombhullamu tér specifikus
impedancidi kozti eltérés a jkr/(1 + jkr) szorzo,
mely kis kr értékekre hozzavetélegesen jkr, nagy
kr értékekre pedig egyhez tart. Ez azt jelenti, hogy
goémbhulldmu térben az origéhoz kozel a nyomads
és a sebesség kozott 90°-os faziskiillonbség van, de
a tavolsag novekedésével a faziskiilonbség eltiinik,
és a tér egyre inkabb a sikhulldmu térhez hason-
lit. Ezt a jelenséget mutatja a abra, melynek
bal oldalan egy pontszerd gombi sugarzé sebesség-
tere, jobb oldaldn pedig a nyomdstere van abra-
zolva. Az abra figyelmen kiviil hagyja az amplitd-
doécsokkenést, csupan a fazisviszonyokat dbrazolja.
Latszik, hogy az origéban nyomasmaximumhoz se-
besség nullhely tartozik, ami a 7 /2 faziseltérés jel-
legzetessége. A forrast6l 2 — 3 hullamhossz tavol-
sagra a sebesség és a nyomds fazisban van, vagyis
a gobmbhulldamu hangtér mar 1ényegében sikhulla-
munak tekinthetd.
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8.3.4. Monopdlus, forraserésség

Képzeljiik el, hogy egy R sugart 1élegzé gomb fe-
lillete vy sebességgel harmonikusan rezeg. A gémb
forraseréssége definicid szerint a

Q = voA = 47 R*v, (8.36)
Osszefiiggéssel szamithatd, ahol A a sugarzo feliile-
te. Képzeljiik el, hogy a sugdrz6 R sugarat minden
hataron tul csokkentjiik tgy, hogy forraserGssége
allandé @ érték marad. Ehhez nyilvan a sebességet
minden hatdron tdl névelniink kell. Végeredmény-
ként egy olyan pontforrast kapunk, amely végtelen
sebességgel rezeg, de véges () forraserésséggel su-
garoz. A @ forraser6sségli monopdlus nyomasteré-
nek kifejezése

efjk(rfR)
p(r) = por/iR (8.37)
ahol
_ _ JER Q
po = zs(R)vo = pocy TR IR (8.38)
Osszevetve
ikR —jk(r—R)
p(r) = poc—> Q c (8.39)

“T+jkR 1xR® r/R
egyszertsitve és az R — 0 hataratmenetet elvégez-
ve a pontforras terére az alabbi Osszefiiggést kap-
juk:

~ Qjwpg e7IFT
p(r) = =——

(8.40)

Ezt az Osszefiiggést kés6bb hasznaljuk majd a bo-
nyolultabb alakd, adott sebességeloszldsu sugarzok
terének szamitasahoz.

8.3.5. Dipdlus, dipol nyomaték

Az akusztikai dip6lus elsé kozelitésként két, egy-
mastél Az tavolsagra elhelyezett, ellentétes +Q
forraserésséggel sugarzé monopdlus parként kép-
zelhetjiik el, ahogy a[8.5] 4bra mutatja. A monop6-
lus pér szuperpondlt terét a egyenlet alapjan

p(r) =p(r —rg) = p(r —rg) (8.41)
ahol rj = (0,0,Az/2) a pozitiv elgjellel sugédrzé

forrds pozicidja, r, = (0,0, —Az/2) pedig a negativ

79
A
z+ .
rt
”
+@Q -
Azl |0 0 1
>
x

fQ?

8.5. abra. Akusztikai dipdlus

el6jellel sugarzoé. Az Osszefiiggést Az-vel bovitve,
majd a Az — 0 hataratmenetet elvégezve

plr—rg) —p(r—1q)

Az

pr) = A2 lim,

_ A, dp(r — o)
dZO
dp(r) dr
dr dzg

dp(r) —z
= A _—
: dr r

~dp(r)
—AZT(—SIDH)

= Az

_ Hjwpo e 1+ jkr

sin @
47 r

(8.42)

monopol tér  dipdlus korrekcid

ahol bevezettiik a up = QAz dipol nyomatékot.
A tavolsagfiiggést tekintve a dipdlus a tavoltér-
ben 1ényegében monopdlusként viselkedik, vagy-
is a hangnyomds amplituddja az 1/r szabdly sze-
rint csokken. A kozeltérben (kis kr értékekre) ez a
fliggés a masodik tag miatt 1/r? jelleglire véltozik.
Fontos tovabba a dipol sugarzé iranyitottsaga, amit
a sin @ irdnykarakterisztika fejez ki. A sugarzas ma-
ximadlis er6sségi a dipolus tengelyének iranyaban,
és zérus erbsségli arra merdlegesen. A tengellyel
ellentétes irdnyban szimmetriaokokbdl nyilvan el-
lentétes elGjelli nyomastér alakul ki.

A dipdlus nyomastere szintén fontos 6sszetevije
lesz a tetszbleges alaku akusztikai sugarzé terének.
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~_

—1/2k

8.6. dbra. Lélegz6 vonalforras terének szamitasa

8.4. Osszetett sugarzék hangtere

A kovetkez6 fejezetekben az imént megismert mo-
nopdlus és dipolus sugarzdkat haszndljuk fel arra,
hogy bonyolultabb, és a gyakorlati esetek szem-
pontjabdl is fontos sugarzok terét meghatarozzuk.

8.4.1. Véges vonalforras tere

Tekintsiink egy ! hosszd, a keresztmetszeti suga-
rd, hengeres vonalforrast, melynek paldstja v(z)
sugariranyu sebességgel rezeg. A hengerfeliilet
dz hosszusagu szakaszanak dQ(z) forraseréssége
dQ(z) = 2madzv(z). A kis csészegmens dltal le-
sugarzott nyomas kifejezéséhez alkalmazhatjuk a
monopolussal valé kozelitést, aminek értelmében

jwpy e x|

dp(x) = dQ (8.43)

dr  |x — x|

Tételezziik fel, hogy az x vevépont igen messze
van, vagyis az r = |x| tavolsag lényegesen nagyobb
a cs6 [ hosszanal. Ekkor az x —x’ vektor 1ényegében
parhuzamos az x vektorral, a hosszusédgaik kiilonb-
sége pedig Ar = zsin6, azaz |x — x| = r — zsin 6.
A kozelitést a fazis kifejezésébe behelyettesitve (az
amplitido esetében a Ar tag hatdsa elhanyagolha-
to)

jUJPO efjk:('rfz sin 6)

dp(?", 0) - 47‘(’ r dQ
. —jkr . X
_ JWpo Lesz sinforadzv(z)  (8.44)
4T r
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A teljes hangnyomas kifejezése pedig

3 A —jkr 1 /2 )
_ JwpoAae 7/ U(z)ejkz51119dz
v T
(8.45)
ahol A = 2ral a vonalsugarzé teljes feliilete. A ki-

fejezést megvizsgalva felt(inik, hogy az
1 /_z /2
integrdl a w(z)
transzformaltja.
Tegylik fel tovabbd, hogy a sugarzd hossza men-

tén a sebesség allandd, majd végezziik el az integ-
ralast a sugarzo hossza mentén:

p(r,0)

v(z)ejkz sinfq, (8.46)

sebességfiiggvény  Fourier-

_jwpQetr 1 1

79 jkz sin Gd
p(r ) An 1 s € z
jwpo@Q eIk | eikgsing _ o—jkysinf
S oAmor 23k L sin 0

_ jwpo@ eI sin (kising)

l .
k5 sin6

= " (8.47)

A kifejezésbdl latszik, hogy a tavoltérbdl a véges
hosszisagt cs6darab 1ényegében @ forraserésségli
pontforrasként latszik, mely iranyitottan sugaroz.
Az iranyitottsagot a

W (o) = sin (k2 51119) _

kising

sinx

(8.48)

iranykarakterisztika irja le, ami nem mas, mint a
véges szakaszon egyenletes v(z) sebességfliggvény
Fourier-transzformaltja.

Az irdnykarakterisztika maximumit az z =
= ksin0l/2 = 0 helyen veszi fel, ahonnan sin § = 0,
azaz 6§ = 0 adédik. Eszerint a csédarab sugarzdsa a
hossziranyra merdlegesen a legintenzivebb.

Mivel a sinf tag értéke +1 kozo6tt mozog, az
irdnykarakteriszika a sin /2 fliggvénynek csak a

—klj2 <z < Kl/2 (8.49)

un. lathatdsagi tartomdnyat tartalmazza. A frek-
vencia vagy a cs6hossz (azaz a kil érték) novelé-
sével a lathatdsdgi tartomdny szélesedik, aminek
hatasédra egyre tobb zérushely és lokalis maximum
jelenik meg az irdnykarakterisztikdban. A ab-
raakl =1, kl = 10 és kIl = 20 esetekre mutatja
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0.8¢
0.61

0.4r

w(e)

0.2r
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k1/2 cos 6

(@

(®)

8.7. dbra. Véges hosszu vonalforras irdnykarakterisztikdjanak szamitédsa kiilonb6z6 ki értékekre. Az (a)

abra a sebességeloszlas Fourier-transzformaltjat, illetve a lathatésdgi tartomdny hatarait mutatja harom

kiilonboz6 ki értékre (kék: ki = 1, zold: kl = 10, piros: kI = 20.) A (b) abra a kiilonb6z6 frekvencidkon
kialkuld irdnykarakterisztikdkat szemlélteti.

a lathatdsdgi tartomanyt, illetve az ezen értékeken
kialkul6 irdnykarakterisztikdkat.
Az iranykarakteriszika nullhelyeit az

. n2mw
sinf,, = — =

kl l

nA

k% sin6,, = nm, (8.50)

Osszefliggés hatarozza meg.

Vizsgdljuk meg a cs6 fényalabanak kipszogét és
a cs6sugdarzo melléknyaldbelnyomasat! A fényalab
kupszoge a 26, érték, amire igaz, hogy

sinf; = 7 (8.51)

Nagy frekvencian (kis nyilasszog esetére) élhetiink
a sinf ~ 0 kozelitéssel, ahonnan a nyildsszog radi-
anban kifejezett értéke

2\
20, = ==

; (8.52)

A melléknyaldbelnyomast a sinxz/x fliggvény
egymast kovet6 két széls6értékének amplitiddara-
nya hatarozza meg. A fliggvény maximuma 1, ko-
vetkez6 széls6értéke pedig —0,2172, ahonnan a
melléknyaldbelnyomas

— 13,26 dB (8.53)

1
2010810 55775

8.4.2. Hangsugarzas végtelen féltérbe -
A Rayleigh-integral

A kovetkez6 fontos sugarzotipusunk a végtelen sik-
lemez, melynek adott a rezgési sebességeloszlésa.
Vegylink egy végtelen merev siklapot, melynek A
feliiletdi, tetszbleges alaku darabja adott v(x) nor-
malis sebességgel rezeg (x’ jelenleg a siklap tet-
sz6leges pontjat jeloli). A siklap x’-ben elhelyezke-
d6 dA feliileti darabkajanak forraseréssége dQ =
= v(x’)dA. Ez a forras monopoélusként kezelhetd,
melynek x pontba lesugarzott nyomastere

_ jwpodQ(x') eIkl

.S
27 |x — x'| (8.54)

dp(x)

Felhivjuk a figyelmet a nevezdében szerepld 27-re,
ami eltér a végtelen térbe sugarzé monopolus te-
rénél megjelend 4x tényez6tol. Az eltérés oka egy
egyszerll analégidval magyardazhat6. A merev fal-
ba épitett, végtelen féltérbe sugarzé forras helyet-
tesithet6 egy olyan, végtelen térben elhelyezked6
forrassal, mely szimmetrikusan, ,lélegezve” rezeg.
A szimmetrikusan rezg6 forras szimmetrikus nyo-
masteret hoz létre, vagyis a szimmetriasikban a
nyomds normalis irdnyu derivaltja nulla lesz. Ez
pontosan megegyezik a merev fal altal megvaldsi-
tott zérus normalis sebesség peremfeltételnek. Ha
a féltérbe sugdrzo forrds forraser6ssége d@, akkor
az ekvivalens, szimmetrikusan 1élegz6 forras for-
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raseréssége a feliilet megduplazédasaval 2dQ lesz.
Ha tovabbd a 2dQ forrdser6sségli monopdlus nyo-
madsterét keressiik, akkor pont az 1/2 tagot tartal-
mazd egyenletet kapjuk meg.
A teljes siklemez sugarzasat a kiilonb6z6 forra-
sok tereinek szuperponalédsdval kapjuk meg:
—jklx—x’|

px) =222 [ o)A

21 Ja |x — x/| (8.55)

Az eredményiil kapott kifejezés neve Rayleig}ﬂ
integral. A Rayleigh-integral segitségével tetszéle-
ges sebességeloszlasu sugarzé tere szamithatd nu-
merikusan.

8.4.3. Hengeres dugattyu tere

Hatdrozzuk meg a Rayleigh-integrdl segitségével
egy végtelen merev falba dgyazott, egyenletes v se-
bességgel rezgd, R sugaru hengeres dugattyd terét.
A szamitdst gombi koordinatarendszerben végez-
ziik, ahol 6 a sik normaélisaval bezart szoget jeloli.

: —jk|x—x']|
p(x) = A0 / ¢ dA(X)
A

27 |x — x/|

Tegylik fel, hogy az r = |x| tdvolsdg lényegesen
nagyobb a sugdrzé R sugarandal. Ekkor a nevez6-
ben az |x — x’| tagot nyugodtan kozelithetjiik r-
rel, a szamlalé exponensében pedig feltételezhet-
jik az x és x — x’ vektorok parhuzamossagat, ami-
nek értelmében a tdvolsdgkiilonbség |x — x| = r —
— 1’ cos ¢ sin 0. Az integral kifejezése tehat

. —jkyr‘ R 27 o, .
p(T, 0) _ Jwpov € / / e)k:r cos ¢ sin 0d(]§7”d7"
2T r 0 0
(8.57)

Az integral tovabbi egyszeriisitéséhez a Bessel-
fliggvények két azonossagat hasznaljuk:

(8.56)

1 27 )
1< dg = Jo ()

o/, (8.58)

aminek értelmében az integral

efjk'r

R
p(r,0) = jwpev / Jo(kr' sin @)r'dr’ (8.59)
0

illetve

[Hondy=nenr @60

LII. Lord Rayleigh, azaz John William Strutt 1842-1919.
Nobel-dijas angol fizikus
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amibdl

ek Ji (kRsin )R

p(r,0) = jwpov

ksin @
jwpo@ e *T 2] (kR sin 0)
pr— . ]-
2T T kRsin 6 (8.61)

Az eredménybdl latszik, hogy a végtelen féltér-
be sugdrzé hengeres dugattyt a tavoltérbdl 1énye-
gében egy () forraserdsség, féltérbe sugarzé mo-
nopdlusként latszik, mely iranyitottan sugaroz. Az
iranyitottsag mértékét a

~ 2J1(kRsin®)  2J1(v)

v (o) = kERsinf

(8.62)

fliggvény adja meg, ami hasonléan viselkedik a
siny/~ fliggvényhez (lasd 4bra). Ertéke v =
= 0-ban maximalis egységnyi, vagyis a hengeres
dugattyu féiranya a 6 = 0 meréleges irany. A nagy
~ értékekre az oszcillalé fiiggvény burkoldja nagy-
jabol y~3/2 szerint csokken, ami a sin~y/vy fiigg-
vénynél gyorsabb lecsengésre utal.

A vonalforras teréhez hasonléan ismét definial-
hatjuk a lathatdsagi tartomanyt, amit a

—kR <~ < kR (8.63)

Osszefiiggés hataroz meg. Nagyobb kR értékre a
2J(v)/~ fiiggvénynek szélesebb szakasza képz6dik
le az irdnykarakterisztika —m /2, +7/2 tartomanya-
ra, ami a frekvencia novekedésével egyre nagyobb
szamban megjelend oldalnyaldabok jelenlétére utal.

Az irdnykarakteriszika kioltdsi helyeit a Bessel-
fliggvény v,,1 zérushelyei hatdrozzak meg, melyek
megtaldlhatok az tablazatban. A fényalab kup-
sz0gét az els6 0, zérushely hatdrozza meg, amire

g _ 1 _ 383 122X

"" k¥R kKR D
ahol D a henger atmérdje. Nagyfrekvencian a f6-
nyalab kupszoge hozzavet6legesen

(8.64)

786 244X

20, ~ = .65
LN o D (8.65)

A melléknyaldb-elnyomast a Jy(v)/y fliggvény
lokalis szélsGértékeinek ardnya adja meg, ami jelen
esetben

1
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0.81
0.6f

0.4r

w(o)

0.2r

(@) kRsin@ (b) 0
8.8. dbra. Végtelen merev sikba épitett, R sugart hengeres dugattyt irdnykarakterisztikdjanak
szamitasa kiilonb6z6 kR értékekre. Az (a) dbra a sebességeloszlas Fourier-transzformaltjat, illetve a

lathatésagi tartomany hatarait mutatja harom kiilonb6zé kR értékre (kék: kR = 0,5, z6ld: kR = 5,
piros: kR = 10.) A (b) abra a kiilonb6z6 frekvencidkon kialkul6 irdnykarakterisztikdakat szemlélteti.

AT ¢

kR =2 kR =4 ER=6

kR =38 kR =10

8.9. dbra. Egyenletes sebességgel rezg6, végtelen merev falba dgyazott kor alakt lemez nyomdsterénak
abszoltt értéke kiilonboz6 kR értékekre. A kozeltéri nyomdseloszlast a Rayleigh-integral segitségével
hataroztuk meg.
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8.4.4. Hangsugarzas rezgo lemezrol

Végtelen lemezben idében harmonikus hajlité sik-
hulldm halad. A lemez transzverzalis sebességének
leirdsa

UB = Ve ke

(8.67)

ahol kg a hajlité hulldm hulldmszama.
A lemez sikhulldimt nyomadsteret kelt, melynek
leirdsa

p(x, z) = Pemi(kevtk=2) (8.68)
ahol
_vY_ 2 2
k= L= \/ K2+ K2 (8.69)
illetve
k, = kcosf (8.70)
Az  Euler-egyenlet alapjdan a 2z iranyu
részecskesebesség-komponens kifejezése a le-
mez feliiletén
1
v (2,0) = ——— Ip(z,z)
Jwpo 0z 2=0
_ ke p(z,0) = 8 ep(a:,O) (8.71)
wpo pPoc

Ennek a sebességkomponensnek meg kell egyez-
nie a lemez transzverzalis vg(x) rezgésével. Ez két
koévetelményt tdmaszt:

p="C% 872
cosf

k2
km:kB%kz:\/mzk 17]71;

Amennyiben a hajlitd rezgés hulldmszama ki-
sebb a hang hullamszamanal, k, > 0 valds érték
lesz, ami a z iranyban ¢, = w/k, sebességgel ha-
ladé sikhullamot ir le. Amennyiben a hajlitd rezgés
hulldmszama meghaladja a hang hulldimszamat, a
gyok alatti kifejezés negativ lesz, vagyis k,

iy /K — k2

alakban irhaté fel, amit az e~3*:* kifejezésbe he-
lyettesitve, a z irAnyban exponencialisan csékkend,
evaneszcens hullamot kapunk.

A lemezben terjed6 hajlité rezgést leiré differen-
cialegyenlet

(8.73)

(8.74)

g — V2DV?u = i (8.75)
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id6ben és térben is harmonikus fiiggést, csak x ira-
nyu valtozast és gerejsztésmentes homogén lemezt
feltételezve

k3 DU = w?cU (8.76)

ahonnan a hajlit6 rezgés diszperzidrelacidja

k2 = g .
B =wy/ D (8.77)
aminek értelmében
k3  wy\/o/D *\Jo/D
B _ = (8.78)
k2 w?/c? w

Azt az w. frekvencidt, melyen a kg /k hanyados
éppen egységnyi, vagyis a k, kifejezésben a gyok
alatti tényez6 nullava valik, koincidenciafrekvenci-
dnak hivjuk:

we = c*\J/o/D

(8.79)

A koincidenciafrekvencia folott a lemez haladé
sikhullamot sugaroz le a hangtérbe, a koincidencia-
frekvencia alatt evaneszcens hulldmokat ébreszt. A
koincidenciafrekvencia folott a sugdrzas f6éiranyat
a

6 =cos™! (8.80)

Ll c2\/o/D
w

@—cos_
z =

kifejezés adja meg. A koincidenciafrekvencian 0 =
= +7/2, vagyis +x irdnyu sikhullam terjed a hang-
térben. Ha a frekvencia novekszik, a hullamnak z
irdnyd komponense is lesz, és ha a frekvencia tart
a végtelenhez, a sugarzdas irdnya egyre inkdbb tart
a merGlegeshez. A jelenséget a dbra mutat-
ja be. Az abran a végtelen lemez hangterének va-
16s részét latjuk kiilonb6z6 frekvencidkon. A tenge-
lyek normalizaltak ugy, hogy az x tengely lathato
szakaszara mindig ugyanannyi félhulldm essen. Az
abran jol latszik, hogy koincidenciafrekvencia alatt
a nyomds z irdnyban exponencidlisan lecseng, de
a frekvencia névelésével er6sodik. A koincidencia-
frekvencia folott a hanghulldm terjedd, és iranya
tart a merdlegeshez.

8.4.5. Véges méretii lemezrdl lesugar-
zott hangnyomas

A tovabbiakban azt vizsgdljuk meg, hogy a koinci-
denciafrekvencia miként befolyasolja véges mére-
tl lemezek hangterét. Ehhez a kovetkezd egysze-
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8.10. abra. Végtelen lemez lesugarzott hangtere kiilonb6zé frekvenciakon.

rii modelt vizsgdljuk: Tegyiik fel, hogy egy mind-
két végén egyszerlien alatamasztott, L hosszusa-
gt lap harmonikus sebességeloszldssal sugaroz. Az
egyszerliség kedvéért legyen a lap sebességeloszlé-
sa a z tengelyre szimmetrikus. Ekkor a véges 1éleg-
z6 vonalforras terérdl tanultak értelmében a lesu-
garzott tavoltéri iranykarakterisztikat a sebességel-
oszlas Fourier-transzformaltjaként szamithatjuk:

1 L2
L /—L /2
Ha a lemez v(x) sebességeloszlasa kg hullamsza-
mu harmonikus fiiggvény, akkor az eredé spekt-
rum a harmonikus fliggvény spektrumanak, illet-
ve az L szélességli négyszogablak spektrumdnak
konvolucidja, vagyis +kp hulldmszamoknadl elhe-
lyezkedé sinc fliggvények szuperpozicidja, ahogy
azt a dbra mutatja. A spektrum lathat6ségi
tartomanyat a k& hulldmszam hatdrozza meg. mi-
vel a kg hajlité hullamszam a mdédusszam négy-
zetes fliggvénye, a lathatdsagi tartomdny viszont
a modusszammal aranyosan szélesedik, eleinte a
spektrum maximumai tdvolodnak a ldthatdsdgi tar-
tomany széleit6l, majd a koincidenciafrekvencian a
lathatésdgi tartomdny hatdrai elérik a hajlité hul-
lamszam altal meghatarozott maximumokat.

U(9) = v(a:)ejksm‘gdx (8.81)

Ez az iranykarakterisztikdban 1ugy nyilvanul
meg, hogy a koincidenciafrekvencia alatt a lemez
iranykarakterisztikdja tobbé-kevésbé egyenletesen
eloszl oldalnyaldbokat tartalmaz, melyek a sinc
fiiggvény hulldmainak leképzései a 6 tengelyre. Ko-
incidenciafrekvencia kornyékén az oldaliranyu ol-
dalnyalab nagyon feler6sodik, majd két éles ol-
dalnyalab uralja a hangteret, melyek irdnyszoge a
frekvenci novelésével tart a zérushoz (merdleges-
hez).

8.4.6. TetszlOleges alaku sugarzé hang-
tere

Zarasként a tetszéleges alaku hangsugarzé hangte-
rét adjuk meg. Legyen a hangsugarzonk egy zart
A feliilet, melyen ismerjiik a normadlis irdnyt v, (x)
részecskesebességet vagy a p(x) hangnyomadst. te-
kintsiik el6szor azt az esetet, mikor a sugarz6 az A
feliilet altal korbefoglalt zart V' térfogatba sugaroz.
A V térfogatban természetesen érvényes a hang-
tér hullamegyenlete, melynek harmonikus alakja a
Helmholtz-egyenlet :

Vi +Ekp=0 (8.82)

Irjuk fel a zart térfogatra a vektoranalizis Green-
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8.11. dbra. L széles lemezdarab hajlité médusai altal sugarzott hangtér irdnyitottsdga. A bal oldali sor a
lemezdarab v(z) sebességeloszlasat, a kozépso sor a sebességeloszlas U (k sin L/2) spektrumadt, a jobb
oldali sor pedig a spektrum lathatdsagi tartomanyaba esé szakasz polardiagramos dbrazoldsat mutatja.
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tételét. Ha p és q tetszlleges, kétszer differencidl-
haté skalarterek, akkor érvényes a

/ Vpq — VqpdV = — / (Vpg — Vgp) ndA
A% A

(8.83)
ahol n a feliilet befelé mutaté egységnormalisa (en-
nek irdnya miatt a jobb oldali negativ el6jel). Al-
kalmazzuk a Green-tételt a kovetkezd szereposz-
tadsban: Legyen p a V térfogaton beliil uralkodd
hangnyomds, ¢ pedig a hangtér g(x,x,) Green-
fliiggvénye, mely a

V394 k?g = —6(x — xq) (8.84)

egyenlet megoldasa, vagyis az x pontban elhelye-
zett monopodlus nyomadstere. A Green-tétel alakja
ekkor

/V(—kgp)g — (—6(x — x0) — k*g)pdV =
— / (Vpg — Vgp)ndA (8.85)
A

A lehetséges egyszertisitések és a Dirac-delta kiva-
lasztasi tulajdonsdganak kihaszndlasaval

p(xo) = / gnD — PrgdA (8.86)
A

ahol p/, a nyomds normadlis irdnyu derivaltjat jeloli.

Az Euler-egyenlet értelmében ez a normalis iranyu

részecskesebességgel aranyos:

p(x0) = /A g1 (%, %0)P(%) + jwpovn (x)g(x, x0)dA

(8.87)
Az integral neve Krichhoff-Helmholtz-ingtegral.
Eredményiink szerint az x, pontban kialakuld
nyomas a feliileti p(x) nyomads és v, (x) norma-
lis irdnyud rezgéssebesség ismeretében két integral
kiértékelésével szamithatd. A sebességet tartalma-
z6 integrdlban a sebesség egyiitthatdja az x, pont-
ban elhelyezett monopélus x-beli nyomadstere, ami
a reciprocitési elv értelmében megegyezik az x-beli
monopodlus xg-beli terével. A nyomast tartalmazo
integraltagban a nyomds egyiitthatéja a monopol
tér normalis irdnyud derivaltja, ami egy, a feliilet x
pontjaban elhelyezkedd, normalis irdnyban rezgé
dipol sugarzé xg-beli nyomasterét adja meg. Azt
latjuk tehat, hogy tetszéleges akusztikus sugarzu
hangtere monopol és dipol forrasok szuperpozici-
djaval szamithato.

87

Amennyiben a sugdrzénk nem a zart V tér-
fogatba, hanem a nyilt végtelen térbe sugaroz,
A Krichhoff-Helmholtz-integrdl érvényes marad,
csak arra a végtelen térfogatra kell felirnunk, me-
lyet beliilrél az A feliilet, kiviilr6l pedig egy R suga-
ru gombfeliilet hatédrol, ahol R — co. A feliileti in-
tegralt ekkor nyilvan a két feliilet unidjara kell felir-
nunk, de feltételezziik, hogy az R sugart gombfelii-
letre felirt tag zérus. Ezt a feltételt Sommerfeld-féle
sugdrzasi feltételnek hivjuk. Praktikusan azt jelen-
ti, hogy a végtelenbdl nem reflektalédik hang a V/
térfogatba.
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9. fejezet

Hangterjedés zart hangszertestekben

9.1. dbra. Koordinatavaltozok értelmezése
hengerkoordinata-rendszerben

9.1. Egyenes hengeres csovek

A tovabbiakban a

Ap+k*p=0 9.1)

Helmholtz-egyenlet rfx hengerkoordindta-rend-
szerben valé megolddsat targyaljuk. A Helmholtz-
egyenlet hengerkoordinata-rendszerben érvényes
alakja

0%p

?p 10p 1 06%

—t et S+ =+ k’p=0

or2  ror 1?2062 + Ox? +EP
A megoldashoz alkalmazzuk szokasos médon a val-
tozok szepardlasanak moédszerét, azaz irjuk fel a
megoldast harom fiiggvény szorzataként, ahol a
harom tag csak egy-egy koordinatavaltozotol fiigg:

(9.2)

p(r,0,z) = pr(r)pe(0)px () 9.3)
Visszahelyettesités és p(r, 0, x)-szel vald osztas utdn
az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

pr(r) | Pr(r) p(;)(e) + px () +k2=0 (9.4)
pR(r) ’/‘pR(T) T“pe Px (JZ)
SN——
—k2 —k3

Ismét kihasznaljuk, hogy a kiilonb6z6 tagok kiilon-
b6z6 véltozoktdl fiiggenek, igy mindharom jeldlt
tag konstans, a koztiik levé Osszefiiggés pedig

e (%)2

(9.5)

A px tagra felirt egyenletbél kovetkezik, hogy

px(z) = pre It 4 pmelter (9.6)
A pg és pg tagokra felirt
// / /!
PhO) | ) 0 g
pr(r)  rpr(r)  12pe

egyenlet r2-tel vald szorzds utdn tovdbb szeparal-
hatd:

r*p(r)

rpR(r) 2 _
P + (kyr)? =

=n? (9.8)
PR(T) Pe

A pg tagra felirt egyenlet megoldasa egyenlGség
megoldasa
po(0) = cos(nb) 9.9

ahol a periodicitasi feltételbdl kovetkezik, hogy n
csak egész értéket vehet fel.

A pg tagra felirt egyenlet pg-rel valé szorzas
utdn

7“223/1%(7’)4'7"17/3(7‘)4-((167-7“)2 — n2) pr(r) =0 (9.10)

alakot 6lt. A v = k,r Valtozdcsere utan a

2.1

P (9.11)

() +w () + (¥ —=n*)p(y) =0

Bessel-egyenletet kapjuk, aminek megoldasai a
Jn(7y) Bessel-fliggvények:

pR(T) = Jn(kr'r) (912)
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A teljes altalanos megoldas ezek szerint

p(r,0,x) = Jy (k1) cos(nf) [pTe F= 4 p~elh=r]
2
Rk =k = (%) 013)
c

alak, azaz a Helmholtz-egyenlet hengerkoordina-

ta-rendszerben felirt dltalanos megoldasat sugar-

irdnyban Bessel-fiiggvények, érintéirdnyban har-

monikus fiiggvények, hosszirdnyban pedig sikhul-
lamok adjak.

9.1.1. Hullamterjedés végtelen, merev
fala csoben - haladé és evanesz-
cens hullamok

A kovetkezbékben végtelen hengeres csében terje-
d6 hulldmokat vizsgalunk. Elészor is feltételezziik,
hogy a hulldm csak a pozitiv = tengely irdnydban
terjed, vagyis a teljes megoldédsbdl kizarjuk
ap~ tagot:

p(r, 0, x) = poJn (kyr) cos(nb)e (9.14)

Peremfeltételkét figyelembe vessziik, hogy a csé
falan a sugariranyd v, sebességkomponens zérus,
vagyis a p nyomads sugar irdnyu p/. derivaltja zérus.
Ez a feltétel a Bessel-fiiggvénnyel leirt komponenst
érinti:

Pr(R) =0

A feltételt kielégité k, hullamszamokat a Bessel-
fliggvények derivaltjainak ~,,, gyokhelyei, vagy-
is a Bessel-fliggvények széls6érték-helyei hataroz-
zak meg. A széls6érték-helyeket a [9.2] dbra 4bra-
zolja, és tablazat sorolja fel. Mivel a Bessel-
fliggvények oszcilldlnak, természetesen minden
J, fliggvénynek végtelen sok szélsGértéke van.
A paratlan rendszamu Bessel-fiiggvényeknek min-
den széls6érték-helyiik pozitiv, a paros n rendsza-
mu Bessel-fliggvényeknek lokdlis szélsGértékiik a
~Yon. = 0 hely is. Egy adott mn kombinacidhoz tar-
toz0 Yy SzE€ls6értékhely ismeretében a keresztira-
nyd hulldmszdm a

- J(k,R) =0 (9.15)

TYmn

kromn = .16
: R (9.16)

Osszefiiggéssel szamolhatd, a hossziranyu hulldm-
szam kifejezése pedig
w\ 2
_ _ k2
( C ) mmn

(9.17)

kw,mn =

9. FEJEZET. HANGTERJEDES ZART HANGSZERTESTEKBEN

05} Yy eo

J.)

-0.5
0

9.2. abra. A J, () Bessel-fiiggvények J/ ()
derivaltjainak ,,, zérushelyei, azaz a J,
Bessel-fliggvények lokalis széls6érték-helyei

Az utébbi Osszefiiggés fontos jelenségre mutat
rd. Mindazon mn kombinacidkra, ahol a gyok alatt
pozitiv mennyiséget kapunk, vagyis k, m, < w/c, a
kg.mn hosszirdnyt hulldmszdm pozitiv valés érték
lesz, vagyis az e ~J¥=mn® tag 2 irdnyd haladd hulla-
mot ir le. Ha ellenben a keresztiranyu hullamszam
meghaladja a hang w/c hulldimszamadt, a gyokjel
alol —1-et kiemelve

Famn = =i\ k2mn — (%)2 = jomn  (9.18)

vagyis a hosszirdnyu hulldmszdm negativ képzetes
lesz, az

e*ka,mnm — e %

(9.19)

tag pedig a pozitiv = tengely mentén exponenci-
alisan csokkend, nem oszcillalé nyomasfiiggést ir
le. Ezek az un. evaneszcens hulldmok a gerjesz-
tés helyének kozelében gyorsan lecsillapodnak, és
nem jatszanak szerepet a végtelen csében kialakulé
hangképben.

Latjuk, hogy minden keresztiranyi moddushoz
tartozik egy hatarfrekvencia, ami f6l6tt a mddus-
hoz terjed6 hulldm, és ami alatt a médushoz evan-
eszcens hulldimforma tartozik. A hatdrfrekvencia
kifejezése

TYmnC

Wmn = kr,mnc = (9.20)
A keresztirdnyban konstans (0,0) mdédushoz zérus

hatarfrekvencia tartozik, vagyis tetszéleges frek-
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m Jo J1 J2 J3 J4 J5
0 0 1.8412 3.0542 4.2012 5.3176  6.4156-
1 3.8317 5.3315 6.7061 8.0153 9.2824 10.5199
2 7.0156 8.5364  9.9694 11.3459 12.6819 13.9872
3 110.1735 11.7060 13.1704 14.5858 15.9641 17.3129
4 | 13.3237 14.8636 16.3475 17.7888 19.1960 20.5755

9.1. tdblazat. A Bessel-fliggvények lokalis széls6érték-helyei

vencian kialkulhat a végtelen csében olyan haladé
hulldm, melyhez a cs6 keresztmetszete mentén &l-
landé nyomas tartozik. A kovetkez6 hatérfrekven-
cia a (0,1)-es médushoz tartozd wp; érték, amit a
cs6 vagasi frekvencidjanak neveziink, és melynek
kifejezése

1,84c
R

Go1 _
R

We = Wo1 = (921)
Mint késébb latni fogjuk, a vagasi frekvencia fontos
szerepet tolt be a fuvéds hangszerek miikodésében.

9.1. példa Hulldmalakok végtelen cs6ben

Milyen hulldmalakok terjedhetnek egy R
= 10 cm sugart, merev fali cs6ben f = 2900 Hz
frekvencia alatt?

A terjed6 hulldmalakokat a

w

C

Ymn

R (9.22)

feltétel valasztja ki, vagyis a megfeleld ~,,,, értékek

2rfR 212900 - 0,1

310 (9.23)

Ymn < - 5,3592

A megfelelé (mn) parok és a hozzdjuk tartozd
sz€ls6érték-helyek a kovetkezdk:

(0,00 (0,1) (0,2) (1,0) (03) (0,4) (1,1)
0 184 305 383 420 531 533
(9.24)

A (0,0) alak tiszta sikhuldm.

9.1.2. Véges hosszu, merev fala henge-
res csovek modusai

A végtelen csovek utan térjlink 4t a véges L hosszu-
sagl csovek vizsgalatara. Fogalmazzunk meg két

tovabbi peremfeltételt: Legyen a csoviink mindkét
végen mereven lezarva, vagyis legyen a részecske-
sebesség zérus a csé mindkét végén:

0
0 (9.25)
A peremfeltétel nyilvan a px(z) megoldasfiigg-

vényt érinti, amire a kovetkezd megoldasfiiggvé-
nyeket kapjuk:

px(x) = cos (lzx) = c08 Ky imnT (9.26)

ahol kg jmn = Im/L a hossziranyd hulldmszam.

2
r,lmn

2
x,lmn

k +k = k2 (9.27)

A cs6 moédusait harom egész szammal, az
(I,m,n) szdmhdrmassal tudjuk leirni. A cs6 ¥y
nyomasmoédusdnak alakja

mn l
7 ) cos(nb) cos (2:5

Vimn (1,0, 2) = J,, (?r
ahol fennéll a (9.28)
Yrrn \ 2 1\ 2 w2
(7) * (L) = (C) (9.29)

Osszefiiggés. Ez utdbbi hatdrozza meg a 1;,,,, mo-

dus
_cr %m)z >
Wimn = 7 (ﬂ'R/ +1 (930)
sajatfrekvencigjat, ahol R’ = R/L a cs6 relativ su-
gara.

A 9y, modusalakokat a 9.3 dbra mutatja [ =
=0...2,m=0...3ésn=0...3 esetekre. Figyel-
jik meg, hogy a mddusalakok csoméhengereket,
valamint keresztiranyu és hosszanti irdnyt csomo-
sikokat tartalmaznak. A keresztiranyu csomdsikok
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o

I
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I ° ° a e
g

(o}

I

£

™

I

g

n=>0 n=1 n=2 n=3
(0mn) moédusok
o \
I

3
Il
w

n=1
(12n) médusok

9.3. dbra. Véges hosszti, merev falt és mindkét végén zart hengeres csé mddusai
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|
0 0.5 1
flf
c
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15 2 25

9.4. dbra. R’ = 0,1 relativ sugart kor keresztmetszetii csé sajatfrekvencidinak eloszlasa. A kiilonb6z6
szinek a kiilonb6z6 keresztirdnyti médusokat jelolik: kék: (1,0,0), zold: (1,0,1), piros: (1,0,2), tiirkiz:
(1,1,0).

szama az [ érték, m adja meg a csomdéhengerek sza-
mat, n pedig a hossziranyi csomdsikok szamat irja
le.

Térjiink vissza a vagasi frekvencia fontos szere-
pére, és vizsgaljuk meg egy R/L = 0,1 relativ su-
gart hengeres csé els6 néhany sajatfrekvenciajat. A
sajatfrekvencidkat a|9.4] dbra mutatja. Latjuk, hogy
az elsé keresztiranyti médus megjelenéséig a sajat-
frekvencidk az alapfrekvencia egész szamu tobb-
szOrosei, vagyis annak felharmonikusai. A vagasi
frekvencidn belépnek a médusok k6zé az (101) mé-
dusok is, és innentdl a Bessel-fliggvények szélsGér-
tékhelyeinek rendezetlensége miatt meglehetésen
szabalytalanul kovetik egymast a sajatfrekvencidk.
A kép tovabb bonyolodik minden djabb keresztira-
nyd médus belépésekor.

9.1.3. Véges hosszu hengeres cs6 beme-
n6 impedanciaja

A tovabbiakban azzal foglalkozunk, hogy egy véges
hosszii hengeres cs6 bemenetén hogyan alakul a
hangnyomas és a részecskesebesség kapcsolata. Ez
a téma tobbek kozott az akusztikai mérések szem-
pontjabdl fontos: Ha tudjuk, hogy kiilonb6z6 cs6-
tipusok esetén milyen kapcsolat van a csé végén
mérheté hangtérjellemzék kozott, akkor a hang-
térjellemzoket megmérve kovetkeztethetiink a cs6
belsé viselkedésére, rezonancidira és a lesugarzas
tulajdonsagaira is.

Az egyszerliség kedvéért csak a longitudina-
lis médusokkal foglalkozunk, vagyis feltételezziik,
hogy a csévet a vagasi frekvencia ald es6 zenei
tartomanyban hasznaljuk. Ebben a frekvenciatar-
tomanyban a cs6ében kialakulé harmonikus nyomas

térfiiggését a
p(z) = pre k@ 4 p=eke (9.31)

egyenlet irja le. A hangtér els6 (8.4) egyenletének
harmonikus alakja szerint

P+ jwpov =0 (9.32)
amit (9.31)-be helyettesitve
—p'(z) 1

v(z) =

_ = + —jkx _ — jkx
Jwpo poc (e pe)

A cs6 z(x) impedancidjat tetszéleges pozicidan a
nyomas €s a sebesség hanyadosaként definialjuk:

_ Cp-l—e—jkx +p—ejkx

«U(x) pO p+e*jkﬂ? 7pfejk‘:v

o(z) = PO (9.33)

vezessiik be az r = p~ /p™T reflexids tényezbt, ami
a pozitiv és a negativ = irdnyban terjedé hullamok
komplex amplitidaéit viszonyitja egymashoz. Ekkor
az impedancidra a

1 4 rei2ke
1 — rei2kz

e—ikz 4 peikL
Z(l’) = pOCe_jkm . Te‘jkL

= poc (9.34)

kifejezést kapjuk.
tegylik fel, hogy a csovet lezdré impedancia
z(L) = z. Ekkor a reflexids tényez6 kifejezhetd:

1 + rel2kL
1 — rei?kL

alakban, amit atrendezve

z(L) = z9 = poc (9.35)

p= 22720 —j2kL (9.36)

22 + 20
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A reflexiés tényez6 ismeretében konnyen kifejez-
het6 a cs6 bemend impedancidja:

147
1—r
zocos kL 4 jzgsin kL
ZOjZQ sinkL + zgcoskL
2o + jzotan kL
OZO + jzo tan kL

z1 = 2(0) = zo

(9.37)

A bemend impedancia kifejezése utan viszgaljuk
meg, hogy mire kovetkeztethetiink a bemend impe-
dancia alapjan. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt cséviink
x = 0-ban idedlisan zdrt, vagyis v(z = 0) = 0. A csé
sajatfrekvencidin a csében véges nyomas alakulhat
ki a lezarason, vagyis a cs6 bemené impedancidja
végtelen. A bemen6 impedancia szingularitdsai te-
hat az x = 0-ban zdrt csé sajatfrekvenciain jelent-
keznek.

Tegyiik fel, hogy a csoviink z = 0-ban idedlisan
nyitott, vagyis p(z = 0) = 0. A csé rezonanciafrek-
vencidin a zérus nyomas véges részecskesebesség
mellett alakul ki, vagyis a csé bemené impedanci-
dja zérus. A bemend impedancia zérushelyei tehat
az x = 0-ban idedlisan nyitott csé sajatfrekvencidin
jelentkeznek.

A tovabbiakban azt vizsgdljuk, hogy hogy alakul
a bemend impedancia néhdny tipikus lezaras ese-
tén.

Idealis szabad lezaras

Idedlis szabad lezdras esetén a lezard zo = z(L)
impedancia zérus, ami zérus p(L) hangnyomdsnak
felel meg. Ebben az esetben a cs6 bemenetén lat-
sz0dé impedancia

jzosinkL

z21 = 2o =jzotan kL (9.38)

zgcos kL

A mindkét végén szabadon hagyott cs6 rezonan-
ciafrekvencidit a bemené impedancia zérushelyei
adjak meg, melyekre kL = Ir.

A bal oldalon zart és jobb oldalon nyitott csé re-
zonanciafrekvencidit a tan kL fiiggvény szinguldris
helyei adjdk meg, melyekre kL = (20 + 1) /2.
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Idealis merev lezaras

Idedlis merev z; = o0, v(L) = 0 lezdrés esetén a
csé bemend impedancidja

coskL
Z
O3sin kL

(9.39)

1 = —jzgcot kL
Ebben az esetben a bal oldalon nyitott csé rezo-
nanciafrekvenciait a kL = (2n + 1)7/2, a mind-
két végén lezart cs6 rezononciafrekvenciait pedig a
kL = nr értékek hatdrozzak meg.

Lezaras specifikus impedanciaval

Ha a csovet a sikhulldm z, specifikus impedancia-
jéval zarjuk le, akkor

zpcoskL + jzosinkL

ZonO sinkL + zpcos kL =0 (9:40)

zZ1 =

vagyis a cs6 végtelen hossztinak latszik. Konnyen
latszik, hogy ebben az esetben az r reflexids ténye-
z6 zérus, vagyis egyéltalan nem verédik vissza hul-
lam a cs6 lezarasardl.

Lezaras a féltér bemend impedancidjaval

Az idedlisan merev lezaras igen jol kozeliti a mere-
ven lezdrt hangszervégek esetét. A szabad lezdras
esetében azonban nagyon fontos az idedlis szabad
lezarasndl pontosabb modell haszndlata.

A lezarashoz azt az esetet modellezziik, mikor
a cs6 egy a sugarl, mereven mozgé dugattytiban
végzodik, amely a végtelen féltérbe sugaroz. Egy
ilyen, v sebességgel mozgd dugattyt altal ébresz-
tett tdvoltéri nyomdst mar vizsgaltuk a ?? fejezet-
ben. A kozeltérben, a dugattyu feliiletén kialakuld
p nyomas kifejezésére az alabbi kozelité Osszefiig-
gést hasznalhatjuk:

L
pi( ) 222=R+jX

(L)

ahol R a sugarzasi impedancia valos része, X pedig
annak képzetes része. Ezek kozelit6 osszefliggései:

(9.41)

[ (ka)®  (ka)*  (ka)°
R_Zol > "o Tomm T
2 | (2ka)®  (2ka)®  (2ka)”
X = . - = ..
7 (ka) 3 325 32527
(9.42)
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10 107 10° 10"
ka [-]

9.5. abra. A végtelen féltérbe sugarzoé a sugari
dugattytra haté akusztikai impedancia valds R és
képzetes X része. A piros vonal a vagasi
frekvenciat jeloli.

a fiiggvényeket pedig a 4bra 4brazolja.

AKkis ka < 1 értékek tartomdnydban a lezard im-
pedancia képzetes része dominal, és alkalmazhaté
a sorfejtés egytagu kozelitése:

(9.43)

. 8ka . 8a
2o R jao5— ~ jzg tan kg
ami jél lathatéan egy

I =3 L0850

3 (9.44)

hosszuisagt, idedlisan zérus nyomassal lezart csé
impedancidjanak felel meg.

Elmondhatjuk tehat, hogy egy, a szabad végtelen
féltérbe sugarzé L hosszu és R sugart cs6 a kis-
frekvencias tartomanyban praktikusan olyan, ideé-
lisan lezart cs6ként kezelhets, melynek hossza L +
+ 0,85R. Az L’ tagot korrekciés hossznak hivjuk.

Amennyiben a csé nem a végtelen féltérbe, ha-
nem a végtelen szabad térbe sugdroz, akkor a kor-
rekcids hossz némileg révidebb, értéke L' =~ 0,61R.

Mivel a kisfrekvencias tratomanyban a lezaré im-
pedancia képzetes része dominal, a lezardson a
nyomas és a sebesség w/2 faziskiilonbséggel van
jelen. Ez azt jelenti, hogy a cs6vég nem sugaroz
le valés teljesitményt, hanem csak a lengé teljesit-
ménytag alakul ki rajta.

A nagyfrekvencias tartomanyban mar a lezaro
impedancia valds része lesz domindns, és kR ~ 1
értéknél eléri a pgc sikhullamu specifikus impedan-

95

C) i z=0

-
L' =~ 0,85a

9.6. dbra. A végtelen féltérbe sugarzd csé lezaré
impedancidja kisfrekvencian L’ effektiv hosszu,
idedlisan nyitott cs6végzddéssel ekvivalens.

cia értékét. Ez azt jelenti, hogy a lezardson meg-
jelen6é nyomas és sebesség egyre inkabb fazisban
lesznek, igy a lezdrdson Apv ~ Av?pyc teljesitmény
disszipalodik. A disszipalt teljesitmény lesugarzott
hangteljesitmény forméajaban tavozik a cs6végrél.

9.1.4. Oldalfuratok

A flvés hangszerek hangmagassag-valtoztatasanak
egyik mddja az oldalfuratok alkalmazasa. Ha a ja-
tékos egy, a hangszer végéhez kozeli oldafuratot
felnyit, a hangszer latszélagos hosszat megrovidi-
ti, igy a hangszer magasabb hangon szdlal meg. Az
oldalfuratok hangmagassagra gyakorolt hatdasanak
analiziséhez egy egyszerd fivés hangszermodellt
vizsgalunk meg.

A abran mutatott hangszer egy L hosszusa-
gl, A bels6 keresztmetszeti feliileti cs6, melynek
falvastagsaga d. A hangszer mindkét vége nyitott,
és jobb oldali végét6l D tavolsagra egy a feliiletd
oldalfuratot helyeziink el.

Az oldalfurattal a hangszert 1ényegében harom
csOre bontottuk: Egy L — D hosszu cs6 a hangszer
bal oldala és az oldalfurat kozott helyezkedik el,
egy d hosszu csé maga az oldalfurat, végil a har-
madik, D hosszu cs6 az oldalfurattél a hangszer
végéig halad.

Eljiink azzal a feltételezéssel, hogy a hangszert
idealis, zérus impedancia peremfeltétel zarja le a
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9.7. dbra. Oldalfurat helyettesitése

jobb oldalon és az oldalfuraton. Ezzel nem csor-
bitjuk az altalanossagot, hanem azt feltételezziik,
hogy az L, D és d tavolsagok mar tartalmazzak a
korrekcids hosszakat is.

A d hosszu oldalfurat hangszer belsejébdl ,latott”
z1 bemend impedancidja

21 = jzo tan kd (9.45)

A D hosszu cs6vég bemend 2, impedancidja pedig
hasonlé médon

29 = jzo tan kD (9.46)

Kérdés, hogy milyen impedanciaként latszik a cs6
belsejébdl az oldalfurat és a cs6vég egyiittese. En-
nek megvalaszolasahoz bevezetjiik a térfogatsebes-
ség fogalmadt, amely a részecskesebesség és a felii-
let szorzata, dimenzidja pedig m?3/s (innen a térfo-
gatsebesség elnevezés). Tegyiik fel, hogy a cs6 bal
oldalanak végén U = vA térfogatsebesség jelenik
meg. Ez a térfogatsebesség szétoszlik az oldalfu-
ratba bedraml6 U; = via és a jobb oldali csévég-
be bedramlé6 U; = v2 A térfogatsebességekre, vagy-
is az eldgazasnal érvényes az aldbbi folytonossagi
egyenlet:

A hangnyomads az elagazdsnal természetesen azo-
nos mind a harom csévégzédésben, vagyis

p=Dp1=p2 (9.48)

Vezessiik be a hangnyomas és a térfogatsebesség
hényadosabdl képzett Z akusztikai impedancidt (a
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nagy Z jel6léssel a hagyomanyos z specifikus impe-
danciatol vald eltérésre utalunk, a Z = p/U impe-
dancidt szokds akusztikai impedancidnak mérték-
egységét pedig akusztikai ohmnak nevezni), illetve
ennek reciprokat, az Y akusztikai admittanciat. Az
admittanciara felirhatjuk hogy

U U, + U- U U-
YNt By Ly (9.49)
p p D1 D2

Y

vagyis elagazasnal a cs6darabok admittanciai
Osszeadodnak. Ez az impedancidk esetében termé-
szetesen replusz kapcsolatot jelent.
Az eldgazasnal balrdl latsz6dé teljes admittancia
tehat
a A a A

Y=Y +Yo=—+— =
1+ %2 21 + zo  jzotankd + jzotan kD
(9.50)

Alkalmazzuk a tanx =~ x egyszersitést, feltéve,
hogy mind a D, mind a d tdvolsag elegendéen ro-
vid a hulldamhosszhoz képest. Ekkor a bemené ad-

mittancia ) 4
a
Y=—|(=-+=
jzok (d + D>

ahonnan a bemené impedancia

(9.51)

1 dD

Z:—: _—
y ~0F 5 ag

(9.52)

illetve az A keresztmetszetli bal oldali cs6 végén
latsz6dé specifikus impedancia

AdD AdD
= ZA = jaoh—— s tan k—
i O D A TR DT Ad
(9.53)

ahonnan leolvashatd, hogy az oldalfurat és a D
hosszisagu cs6végzddés egylitt egy

., AdD

D= b 4d ©-54)

hosszl, idedlisan nyitott, A keresztmetszet(i csé-
ként latszik.

A végt6l D tavolsdgban megnyitott oldalfurat
mellett a csé latszélagos rovidiilése tehat nem D,
hanem attdl eltér. A rovidiilés mértéke

aD?

A=D-D =22
aD + Ad

(9.55)

A rovidilés mértékét tekintve latszik, hogy
amennyiben az oldalfurat a atméréje nulla (nincs



9.2. KURTOK

oldalfurat), a rovidiilés zérus. Amennyiben az ol-
dalfurat atméréje végtelen, a rovidiilés mértéke
megegyezik a D furattdvolsdggal. Val6ésagos ese-
tekben persze a furatditmér6 nem haladhatja meg
a cs6 atmérojét, vagyis a < A. Az a = A hatareset-
ben a rovidiilés mértéke

D2

A:
D+d

<D

(9.56)

9.2. példa Oldalfurat hatdsa I

A végétdl milyen tavol kell megnyitni egy L =
= 30 cm hosszd, R = 5 mm bels6 sugart és d =
= 5 mm falvastagsagu, mindkét végén nyitott sipot,
ha az alapfrekvencidt egy 16/15-6s kisszekunddal
szeretnénk novelni? A furatdtméré 3 mm.

A megoldas soran el6szor eltekintiink a hossz-
korrekciotol, vagyis idedlis nyitott végeket feltéte-
leziink. A kisszekundnyi hangmagassdg-novekedés
16/15 frekvenciaszorzénak felel meg, vagyis a
hosszusagot 15/16 részre kell csokkenteni. Ez a
30 c¢m hosszu sip esetében A = L/16 = 18,75 mm-
es hosszcsokkenésnek felel meg.

Adott A hosszcsokkentés mellett A egyen-
letb6l a D furatpoziciéra masodfoku egyenlet ado-
dik:

D?—aD-2an—o (9.57)
a
ahonnan a D furatpozici6
D _A 1+ 1+4d B\* (9.58)
27 A\r ’

Mivel a gyokos kifejezés egynél nagyobb, a D,
megoldas A-ndl nagyobb, a Dy megoldés pedig ne-
gativ lesz, és fizikai tartalmat nem hordoz.

A megadott értékekkel a fizikailag értelmes meg-
oldds D; = 28,04 mm. Figyelemre méltd, hogy a
A = 18,75 mme-es latszolagos hosszcsokkenéshez
az oldalfuratot 1ényegesen tdvolabb, 28,04 mm-re
kell elhelyezni. A nagy kiilonbség a csé sugarahoz
képest kis furatatmérének és a nem elhanyagolhat6
falvastagsagnak koszonhetd.

9.3. példa Oldalfurat hatdsa II

Oldjuk meg a feladatot a hosszkorrekci6 fi-
gyelembe vételével is

A hosszkorrekci6 hat mind a sip lezardsara, mind
az oldalfurat lezardsara, vagyis a csé latszdlagos
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hossza L* = L 4+ 8R/3w = 30,42 cm, a furat 1atsz6-
lagos mélysége pedig d* = d+ 8r /37 = 7,54 mm. A
kivant latszdlagos hosszcsokkenés A* = L*/16 =
= 19,02 mm.

Az ehhez szilikséges (L* korrigalt hosszhoz mért)
furatpozicio

D* =

A* 4d* (R
2 A*

2
14+4/1+ ) = 31,62 mm
r

(9.59)
vagyis a tényleges, sip végét6l mért furatpozicio
D = D* — 8R/3m = 27,38 mm.

A hosszkorrekciéval és anélkiil szamitott megol-
dasok eltérése 0,66 mm.

9.2. Kiirtok

Kiirt alatt valtozo keresztmetszet(i csoveket értiink.
Ftvds hangszereknél a kiirtok alkalmazdsanak ket-
tés célja van:

— A taguld kiirtok impedanciatranszformatorok,
melyek optimdlis tejesitménydtvitelt eredmé-
nyezhetnek egy csGszakasz és a végtelen sza-
bad tér kozott.

— A Kkiirtok jelentés mértékben hangoljak a fuvés
hangszereket.

9.2.1. A Webster-egyenlet

A Webster-egyenlet a valtozo keresztmetszet(i hul-
lamvezet6ben terjedé nyomashulldmokat leiré dif-
ferencidlegyenlet. Levezetéséhez tekintsiik ismét az
egydimenzids hangtér egyenletét, mely a a
V, térfogatban uralkodé nyomast a relativ térfogat-
valtozassal fejezi ki:

B AV (z)
P = =)
Az + Az)u(z + Az) — A(x)u(z)
= —HPO
Az A(z)
/
L epy AW (9.60)
A
amit id6 szerint kétszer derivalva
Aj = —kPy(A0) (9.61)
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9.8. abra. Kiirt
Az Euler-egyenlet (8.4) alapjan
—p'(x,t) = poii(x,t) (9.62)

amit A-val szorozva, majd hely szerint egyszer de-
rivdlva

~(Ap)' = po (AD)

(9.63) és (9.61) kombindlasaval az alabbi Web-
ster-egyenletet kapjuk:

(9.63)

(Ap)’

C—Q;b' =1 (9.64)

Id6ben harmonikus esetben az idé szerinti két-
szeres derivalds —w? szorzéva egyszeriisodik, ami-
nek értelmében a Webster-egyenlet alakja

(Ap)’

kp =
A+p0

(9.65)

9.2.2. A kiirtfiiggvény

A harmonikus Webster-egyenlet 1ij ¥ valtozd beve-
zetésével egyszeriibb, analitikusan kezelhet6 alak-
ra hozhatd. Legyen

(9.66)

ahol ¥ a hullamfliggvény, r(x) pedig a kiirt belsé
sugara az x pozicidban. Kor keresztmetszet(i kiirt-
geometria esetére a Webster-egyenlet 1j alakja ek-

kor
!
rir (¥ !
w + k:?% =0 (9.67)
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A derivalasok elévégzése és egyszerlsitések utan az
alabbi hullamegyenlethez jutunk:

Vi
v 4 (k2 — ’;) U =0 (9.68)

ahol az
r"(x)

r(x)

mennyiség a kiirtfliggvény, ami a kiirt geometria-
jat jeleniti meg az egyenletben. Ha adott z pozicid-
ban k? > F(x), akkor a hulldmegyenlet megolddsa
az adott poziciéban halad6 hulldmot ad, ha k% <
< F(x), akkor a megolddst lokdlisan exponencid-
lisan csokkené evaneszcens hulldmok irjak le. Fon-
tos kiemelniink, hogy mig dllandé keresztmetszet(i
csovek esetében csak a keresztirdnyti modusok ese-
tében jelentek meg evanszcens hulldmok a hulldm-
egyenlet megoldasaban, addig valtozo6 keresztmet-
szetll csovek esetében a keresztiranyban konstans
nyomashullamok is csak vagasi frekvenciajuk folott
terjedhetnek.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a v(x) részecs-
kesebesség és a z(x) impedancia kifejezésére is.
Ezek a mennyiségek a hullimfiiggvény segitségé-
vel az aldbbi alakban adhatdk meg.

F(z) = (9.69)

1 Uy -0
v(z) = —% (9.70)
Jwpo r
p(r) U/r . Ur
e R = e T
(9.71)

9.2.3. Salmon-kiirtok

Az analitikus megoldas szempontbdl fontosak azok
a kiirtgeometridk, melyekre a kiirtfliggvény kons-
tans:

Flz)=F (9.72)

A konstans kiirtfiiggvény( kiirtéket Salmon-kiir-
toknek nevezziik. A kiirtfiiggvény konstans, ha

r’" = Fr (9.73)
aminek altaldnos megoldasa
r(z) = ro (chmaz + T shma) (9.74)
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9.9. dbra. Salmon-kiirtok

Konnyen lathatd, hogy ez esetben F' = m?, ahol az
m konstans a tagulasi allando.

A T és m paraméterek megvélasztasdval kiilon-
b6z kiirtcsaladokat definidlhatunk.

— Ha T =1, az exponencialis kiirtét kapjuk meg,
melyre r(x) = roe™*.

— Ha T = 0, akkor az un. katenoid kiirtoket kap-
juk meg, melyekre r(z) = ro ch ma.

— Ha Tm = 1/x¢ konstans, és m — 0, akkor
az r(x) = ro (1 + x/xq), alaka ktpos kiirtoket
kapjuk meg.

A kiilénb6z6 Salmon-kiirtoket a[9.9] 4bra mutatja.
Salmon kiirtok esetére a hulldimegyenlet termé-
szetesen

U+ (K —m?) ¥ =0 (9.75)

alakt, aminek megolddsa
U(x) = e 35 4 §elr® (9.76)

vagy mas felirdsi méddal
U(zr) = Acoskx + Bsinkx (9.77)

ahol k = Vk2 —m?2

9.2.4. Salmon-kiirtok modusai

Az alabbiakban az xz = L-ben idedlisan nyitott
Salmon-kiirtok moédusait vizsgdljuk. Célunk elsé
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sorban a kiirtok sajatfrekvencidinak meghataroza-
sa, és természetesen a legalabb az egyik végén nyi-
tott kiirtok irant érdeklédiink. A vizsgalat mddsze-
re a kiirt z;, bemend impedancidjanak meghataro-
zasa, hiszen az impedancia zérus- és maximumhe-
lyei a kiirt sajatfrekvencidit adjak meg.

A p(L) = 0 idedlisan nyitott feltétel ekvivalens a
U(L) = 0 kikotéssel, ami szerint (9.77)-ben B = —
—Acot kL. A bemené impedancia kifejezése ezek

utdn (9.71) alapjan

zin = 2(0) = jwpg
- _w A’I"()
—Jwpo Ar'(0) — kBrg

. 1
=20
r©) 4 % cot KL

k?’l"o

(9.78)

Kupos kiirtok

A kupos kiirt esetében r(z) = ro(1 + z/x¢), vagyis
r'(0)/rg = 1/x¢. Mivel a kipos kiirtre a kiirtfiigg-
vény zérus, m = 0, ahonnan x = k. A bemend im-
pedancia kifejezése ezek szerint

1 -1
Zin = JZ0 (kxo + cot k;L)
sin kL

L sinkL + coskL

kl’o

(9.79)

= J20

Természetesen xy — oo esetben visszakapjuk a
hengeres cs6 bemeno jzo tan kL impedanciajat.

A mindkét végén nyitott kipos kiirt sajatfrekven-
cidit a bemend impedancia nullhelyein, vagyis a
sin kL gyokeinél kell keresniink. Ezek egybeesnek
a mindkét végén nyitott hengeres csé k,, = nw/L
sajatfrekvenciaival.

A bal oldalon zart, jobb oldalon nyitott kupos
kiirt rezonanciafrekvencidit a z;, fliggvény maxi-
mumbhelyein, vagyis a tan kL = —kx( egyenlet gyo-
keinél kell keresniink. Atirva

~ kL = tan kL (9.80)
Kis xo/L értékekre a bal oldal hozzavetblegesen
zérus, vagyis a jobb oldalon hasznélhatjuk a tan
fliggvény zérushelyek kozelében érvényes tan kL =~
~ kL — nm kozelitését, ahonnan visszakapjuk a

nm
L+ z

kn =~

(9.81)
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9.10. 4bra. Egyik végén zdart, mdsikon nyitott kipos kiirt sajaithulldmszdmai kiilénbozé tdguldsi ardnyok
esetére.

sajathulldmszamokat. Ez az eredmény jelent6s, hi-
szen azt latjuk, hogy a kupos kiirtok esetében az
egyik végén zart, masik végén nyitott peremfelté-
tellel is kozel harmonikus sajatfrekvencia-sort kap-
hatunk, ha a kiirt L hossza lényegesen nagyobb az
xo fékusztavolsadgnadl, vagyis ha a szdjnyilds lénye-
gesen nagyobb a toroknyildsndl. Az ellenkezé eset-
ben természetesen a k,, =~ (2n — 1)/2L hulldmsza-
mokat kapjuk vissza.

A jelenséget a abra szemlélteti, ahol az
xo/L mennyiség fiiggvényében latjuk a bemend
impedancia maximumbhelyeit. Ha x/L kis érték,
vagyis a kiirt foékuszpontja az origéhoz kozel van, a
sajathuldmszamok az alapharmonikus egész szamu
tobbszorosein jelennek meg. Ha a fékuszpont ta-
voodik az origotdl, a felharmonikusok az alaphar-
monikus paratlan szamu t6bbszordsein jelentkez-
nek. Figyeljiik meg, hogy az z¢/L ~ 0,1 értéknél,
vagyis hozzavet6legesen tizszeres sugarnovekedés-
nél is harmonikus felhangsort kapunk a bal oldalon
zart kupos kiirt esetében.

Ez a jelenség magyardzza meg azt, hogy a fa-
fivds nadsipos hangszerek tilnyomo tébbségének
féfurata kipos alaki. Igy, bar a nadsipos gerjesz-
tés zart peremfeltétellel irhaté le, a f6furat alakja
mégis harmonikus felhangsort eredményez.

Exponencialis kiirt

Az exponencidlis kiirt r(z) sugarat az r(x) = roe™?*
exponencialis fliggés irja le. Lényeges eltérés a ku-
pos kiirtokohoz képest, hogy itt a kiirtfiiggvény po-

zitiv, vagyis a kiirt nem enged at tetsz8legesen mély
hangokat: a vagasi frekvencia alatti harmonikuso-
kat erésen csillapitja.

A kiirt bemené impedanciaja

sinkL

Zin = J%0 -
in =] %s1nnL+%c0snL

—1
— iz (% + %cot ;@L) (9.82)

A bemend impedancia minimumbhelyei a szdm-
1416 zérushelyein, vagyis a k,, = nw/L értékeken

jelennek meg, ahonnan

2
o ()

Latjuk, hogy az m tdguldsi dllandé a mindkét végén
nyitott kiirt sajatfrekvencidinak als6 korlatja.
A bemené impedancia maximumhelyeit a

(9.83)

K
tankl = ——
m

(9.84)

egyenlet hatdrozza meg. Azt latjuk, hogy kis m ér-
tékre a tangens fliggvény maximumbhelyeit keres-
siik, vagyis

2n—1)w

2L

Nagy m értékekre, vagyis gyorsan tdgul6 exponen-
cialis kiirtok esetére a tangens fliggvény zérushe-
lyeit keressiik, ahonnan

(9.85)

Kn =k, =

nmw (mr 2

~ 2
Ky & L) +m2  (9.86)
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9.11. 4bra. Egyik végén zart, mdsikon nyitott exponencidlis kiirt sajathullamszamai kiilonbozé taguldsi
aranyok esetére.

A bal oldalon zért, jobb oldalon nyitott kiirt sajat-
frekvencidit a[9.11]4bra mutatja. Figyelemre méltd,
hogy amennyiben a tadguldsi aranyt gy valasztjuk
meg, hogy a torok- és szajnyilds sugarainak aranya
e™l ~ 5,6, hozzdvetSlegesen harmonikus felhang-
sort exponencialis kiirtot kapunk.

Katenoid kiirtok

Katenoid kiirtok esetén a sugarat az r(z) =
= ro chmax Osszefiiggés adja meg. A katenoid kiir-
tok el6nye, hogy mivel a ch fliggvény meredeksége
x = 0-ban nulla, ezért a katenoid kiirt torés- (és
ezdltal reflexié)mentesen illeszthet6 hengeres cso-
vek végére. Az exponencialis kiirth6z hasonléan a
katenoid kiirt kiirtfliggvénye is F/(x) = m?, vagyis
a kiirt a k = m hatar fol6tti hullaszamu rezgéseket
engedi 4t.
Az x = L-ben nyitott katenoid kiirt bemend im-
pedanciaja
p(0)

tan kL
Zin = -
v(0)

=J20——F—
p(L)=0 r/k

A mindkét végén nyitott katenoid kiirt sajatfrek-
vencidit az exponencidlis kiirth6z hasonléan a

2
()

Osszefiiggés adja meg. A bal oldalon zart, jobb ol-
dalon nyitott kiirt sajatfrekvencidit a

(9.87)

2
1— % (9.88)

K
t [ = = =
an kK _k_

L1 L2

9.13. dbra. Kompozit kiirt

adja meg. Az egyenlet megoldasait a [9.12] abra
mutatja. Az dbrazolt sajatfrekvencidk igen kozel es-
nek az exponencialis kiirtnél latottakhoz. Katenoid
kiirtok esetén a harmonikus felhangsorhoz vezet6
optimalis torok-szajnyilds atméré aranyt a ch mx =~
~ 5 érték adja meg.

9.2.5. Kompozit kiirtok

Rézfuvds hangszerek esetében, ahol a hangmagas-
sagvaltoztatést elsédlegesen toldalékcsovek beikta-
tasaval érjiik el, mindenképpen sziikséges a hen-
geres csbészakaszok alkalmazasa. Vizsgédljuk meg
ezért, hogy miként viselkedik egy olyan kompozit
kiirt, melynek egy L, hosszisagu darabja henge-
res, tovabbi L, hosszu darabja pedig kipos. Ennek
a kiirtnek a bemend impedancidja egy 2z, impedan-
ciaval lezart hengeré, ahol z, egy idedlis zérus nyo-
mas feltétellel lezart kipos kiirt bemené impedan-
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9.12. 4bra. Egyik végén zart, mdsikon nyitott katenoid kiirt sajathulldmszamai kiilonb6z6 tadgulasi
aranyok esetére.
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9.14. abra. L; hosszd hengeres és L, = L — L; hosszusagu kipos kiirtbdl 6sszedllitott kompozit kiirt
sajathulldmszamai kiilénb6z6 L,/ L hosszaranyok esetére

cidja:

zo + jzo tan kL

Zhe = 2g—————————
be Ozo + jzotan kLy

-1
(ﬁ + cot kLg) + tan kLq
(9.89)

:jZO 1
1-— (leco + cot k’Lg) tan kL

A bal oldalon zart hangszer rezonanciafrekvencidit
a zpe bemend impedancia maximumhelyein, vagyis
a nevez6 nullhelyein keressiik:

1
tankL; = — + cot kLo (9.90)
]{?.’170

A transzcendentdlis egyenlet £k, megoldasait
a[9.14 abra mutatja kiillénb6zd Lo/ L ardnyok ese-
tére, ahol L a hangszer teljes hossza. Meglepd,
hogy amennyiben L, =~ L/2, vagyis a kiirtnek fe-
le hengeres, fele pedig kiipos, a hangszer felhang-
sora kozel harmonikusnak addédik. Megmutatha-
td tovabba, hogy az eredményiil kapott optimalis
hosszarany igen kevéssé fiigg a kipos tolcsérsza-
kasz x( /Lo tdguldsi dllandojatdl.

A szamitdsok részletezése nélkiil megjegyezziik,
hogy igen hasonl6é eredmény addédik L, = L/2
hosszlisdgt exponencialis €s katenoid kiirtbetolda-
sok esetére is.
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9.2.6. Kiirtok finomhangolasa

Lattuk, hogy kompozit kiirtok segitségével a rézfui-
vés hangszerek felhangsora kozel idedlis, harmoni-
kus sorra 4llithatd be. A tovadbiakban azt vizsgdljuk,
hogy milyen lehet6ség adddik a sajatfrekvenciak fi-
nomhangolasara. Tekintsiik a Webster-egyenletet:

1
A(z)

(A(2)p (2)) = k*p(z) (9.91)
amit operatoros jelolésmoddal az alabbi alakban ir-
hatunk:

A{p} =p (9.92)

Tegylik fel, hogy az A(z) fiiggvgényt az Agp(x)
értékrdl Ag(z) + edA(z) értékre valtoztatjuk. Ek-
kor a differencidloprator A értékr6l Ag + ed.A-ra
valtozik. Ha feltételezziik, hogy ¢ elég kicsi, akkor
a hangnyomas és a sajatfrekvencia is megvaltoza-
sa is e linedris fliggvényeként kozelithetd, p(x) =
= po(z)+edp(x) ésy = yo+edy. A. fejezetben meg-
ismert eredmények szerint a d sajatfrekvencia-
valtozas kifejezése

(6A{po} ;o)

y = 220 P0) (9.93)
[[pol|
ahol
A {p}
6A{p} =

06 e=0
0 (Ao +esA)p)
e Ay + €A —0
0 (Ag + €0 A)'p "
= e <_ Ared V)|,
_ AA— A4,
-
| [SAAy AT
(w0 o9

A sajatfrekvencia megvaltozasaban szerepld skala-
ris szorzat Kifejtése ezek szerint

(6A{po} ,po) = / 5 A {po(a)} Ao(x)po(z)dz

_ /L (5AA6
0 Ao

— 6A’> pypode

(9.95)
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Legyen 6 A(z) = Azd(x — x), ekkor

A
= Az (—k3p§ + (p})?)

A/ / / /
(06 A{po},po) = Az (zpopo + (poro) )

(9.96)

ahol kihasznaltuk a Dirac-delta és derivaltja kiva-
lasztasi tulajdonsagat, valamint ismét felhaszndl-
tuk a Webster-egyenletet.

Mivel a nyomasmoédusok normanégyzete valto-
z6 keresztmetszet( kiirtok esetében is L/2, a sajét-
frekvencia megvaltozdsa

2Ax

17 (9.97)

&y = 6k* = —— (—kp§ + (1))*)

Hozzavet6legesen harmonikus médusokat felté-
telezve eredményiink azt jelenti, hogy amennyiben
a kiirtot egy modusanak duzzaddpontjan szélesit-
jlik, akkor az adott médus sajatfrekvenciajat csok-
kenthetjiik. Ha a kiirtét egy médus csomoépontja-
ban szélesitjiik, akkor a nyomds derivaltat tartal-
mazo tag miatt a médus sajatfrekvencidja néveked-
ni fog.

9.2.7. Kiirtok hatasfoka

A kiirtok hatasfokdt a sugarzasi hatasfokhoz ha-
sonldan definidljuk, vagyis azt vizsgéljuk, hogy a
végtelen hosszu kiirt toroknyildsaban v sebesség-
gel mozgd dugattyd mekkora teljesitményt képes
a kiirtbe becsatolni. A hatasfokot a végtelen, azo-
nos torokatmérodjl egyenes hengerbe sugarzott tel-
jesitményhez viszonyitjuk. A T hatasfok definicidja
eszerint

_ 102 ARe {zpe} _ Re {zpe}
%'UQAZ(] 20

(9.98)

ahol A a torokfeliilet. A kifejezésben a szamlald a
végtelen kiirtbe betaplalt teljesitményt fejezi ki, a
nevez6 pedig a végtelen hengeres csébe betaplalt
teljesitményt adja meg.

Salmon-kiirtok esetére a hullamfiiggvény (refle-
xiémentes esetet feltételezve) WU(x) = Wte ixe,
ahol k = Vk%2 —m? a terjedési allando, m pe-
dig a tdgulasi allandé. Ennek alapjan tetszdleges
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9.15. abra. Salmon-kiirtok hatdsfoka a frekvencia
fiiggvényében. A koénikus kiirt esetében m = 1/x.

Salmon-kiirtre a bemené impedancia

PO ¥(0)r(0)
> (0) W (0)r(0) — ¥ (0)r(0)
= .UJ 7
SR
1
= ZO K .o/
E 7‘] kr =0
Pt

2
:L’:O)

0+ (&

ahonnan a sugdrzasi hatdsfok

==

(9.100)

T =

2
a::O)

K2 r’
(5) + (&
A konikus kiirt hatasfoka

Kénikus kiirtre a kiirtfiiggvény zérus, ahonnan x =
= k, valamint ' /r = 1/x¢. Ezek szerint a hatdsfok

1

2
1+ ()

Latjuk, hogy a kiirt hatdsfoka kisfrekvencidn kozel
zérus, a frekvencia novekedtével pedig egységnyi-
hez tart. A hatasfok fliggvényt a &bra mutatja.

(9.101)

T =

Az exponencialis kiirt hatasfoka

Az exponencidlis kiirt esetére ' /r = m, ami alap-
jan a hatdsfok nevezdje egységnyinek adddik, igy
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k>m

__ Re{x} _[y/1- (%)2
k 0 egyébként

(9.102)

A hatésfok frekvenciafiiggését a[9.15] dbra mutatja.

A végasi frekvencia folott a kiirt hatasfoka ugras-

szertien novekszik fel egységnyi értékre, vagyis az

exponencialis kiirtok a vagasi frekvencidjuk folott

nagyon hatékony sugarzok.

A katenoid kiirt hatasfoka

Katenoid kiirt esetére r/(0) = 0, ahonnan a hatés-
fok

] % k> m

T ——— = 1=(%
Re{r}/k |0 egyébként

(9.103)
A hatasfok frekvenciafiiggését a[9.15| abra mutat-
ja. A vagasi frekvencian a katenoid kiirt hatasfoka
végtelen, majd rohamosan csokken, és a frekvencia
novekedtével az egységnyi érték felé tart, vagyis az
exponencialis kiirth6z hasonléan a katenoid kiirt a
vagasi frekvencia f6lott nagyon hatékony sugdarzé.

9.3. Fuvos gerjesztés

A favés gerjesztést alapvetéen két csoportra oszt-
juk: a nadgerjesztésre és az ajaksipos gerjesztésre.

9.3.1. Nadgerjesztés

A nadgerjesztésnek két alfaja van: a tolcséres fu-
vokas hangszerek gerjesztési mechanizmusa, vala-
mint a fafivds hangszerek valédi nddnyelves ger-
jesztési mechanizmusa. Az el6bbi valdjaban nem
naddal t6rténé gerjesztés, fizikai lefrasa miatt még-
is a nadgerjesztés csaladjaba soroljuk.

A tolcséres fiivokas hangszerek fuvékajanak se-
matikus 4dbrajat a[9.16] dbra mutatja. Itt a gerjesz-
tést a jatékos fuvokanak préselt ajkainak rezgése
biztositja. Ennek a gerjesztési tipusnak sajatossaga,
hogy a szdjban novekvé légnyomds az ajkak szét-
nyildsat eredményezi. Ezt a fajta gerjezstést szokas
»,blown-open” gerjesztésnek nevezni.

A valddi nadnyelves gerjesztés sematikus dbra-
jat a dbra mutatja. Itt a jatékos egy valddi
nadat feszit ajkaival a hangszer fuvokdjahoz. Ezen
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9.16. dbra. (a) Trombita fuvékaja (b) Tolcséres
favékas hangszer fuvékajanak sematikus dbraja
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9.17. abra. (a) Klarinét fivokaja (b) Nadnyelves
fafivds hangszer fiivékajanak sematikus dbraja

gerhesztés esetén a jatékos szdjiiregének névekvo
nyomasa a nad zarédasat eredményezi, ezért a ger-
jesztési mechanizmus neve ,,blown-closed”.
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A Bernoulli-torvény

A néadgerjesztés fizikai lefrdsdhoz elészor a
Bernoulli-féle dramldsi torvényt irjuk fel, ami a
szdjiiregbdl kiaramlo levegd sebességének megha-
tarozdsdhoz alkalmazhaté.

Vizsgdljuk az egydimenzids tér Az szélességli
légtomegére hatd, légnyomasbdl szarmazo erdket,
és irjuk fel a 1égtomegre Newton II. torvényét:

(9.104)
ahonnan
Pz )+ pDvl()ﬁ’ g (9.105)

A maésodik tagban szereplé D/Dt idé szerinti
derivalt alatt id6 szerinti teljes derivaltat értiink,
melynek megaddsa

Du(z,t) _ dvdx v
Dt  dxdt Ot
2\’
:v’v+1'):(2) +9 (9.106)

Ennek alapjan az Euler-egyenlet kibGvitett alakja

2 !/

P ip (g) L0 =0 (9.107)
Amennyiben az id6beli valtozasokat elhanyagoljuk,
vagyis idében allandé, stacioner dramlast vizsga-
lunk (v = 0), a Bernoulli-féle aramlasi torvényt
kapjuk vissza:

v (z
P(z)+p (é)

> = C = éllandé (9.108)
ahol C a vizsgalt rendszer teljes dinamikus nyoma-
sa.

A Bernoulli-térvény egyszer(i alkalmazasaként
vizsgdljunk egy zdrt lireget, melyben P, statikus
nyomas uralkodik. Az iiregen kiviil a nyomas le-
gyen P;. Nyissunk meg az liregen egy kis nyilast,
aminek feliilete eléggé kicsi ahhoz, hogy a kidramlo
leveg6 csak elhanyagolhaté mértékben csokkentse
az iireg nyomdsat. Ebben az esetben felételezhet-
jik, hogy az iiregben a v, aramldsi sebesség zé-
rus marad, az lregen Kkiviil viszont v; sebesség-
gel dramlik kifelé a leveg6. Bernoulli torvényét az
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4 )
v =0 v
Py Py
NS J

9.18. abra. Levegb aramlasa P, nyomasu nagy
tartaly szlik nyilasan keresztiil

iiregre és a kidramld 1égaramra felirva:

2
Po—i—O:C:Pl—i—po% (9.109)
ahonnan a kidramlé levegé sebessége
2(Py — P,
v = (Opl) (9.110)

A fenti példa jél irja le a nadgerjesztés esetét. Itt
az lireg a jatékos szdja, ahol a nyomas tipikusan
1 kPa koriil mozog (természetesen a kiilsé 1égkori
nyomashoz viszonyitva), ennek értelmében a sziik
ajak- vagy nddnyildson kidramld leveg6 sebessége
hozzavetélegesen 40 m/s.

Statikus nadmodell

Mind a tolcséres fivékaji, mind a nadsipos hang-
szerek esetében a nad egyszeri modellje egy rugé-
val megtamasztott tomeg nélkiili lapka, mely els-
feszitetlen nyugalmi allapotban z( poziciéban he-
lyezkedik el. Ha a lapka bal és jobb oldalan eltér a
légnyomds, az A feliilet(i lapkara A, (po — p) pozitiv
irdnyd er6 hat, aminek hatdsara a rugé 6sszenyo-
modik, és a lapka z poziciéba mozdul el, ahogy azt
a[9.19] 4bra mutatja. Hooke t6rvénye szerint

(po — p) Ay = Ky (x — 20) (9.111)

ahol K, a nad merevsége.

Az © = 0 poziciéban a lapka merev falnak {itko-
zik, és lezdrja a bal és jobb oldali térrészek kozti
légaramlast. Az xq nyugalmi pozicié eléjele szerint
két esetet kiilonboztetiink meg. Ha xy < 0, akkor a
szelep névekvé py — p nyomaskiilonbségre zarodik,
ha zy > 0, akkor a szelep a pp—p nyomas kiilonbség
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novekedtével kinyilik. Az els6 eset a nadnyelves fa-
favés hangszerek esete, ahol a szelepet a nddnyelv
névekvé szdjnyomdsra bezarja, az utébbi pedig a
tolcséres fivokaju rézftivds hangszerek esete ahol
a jatékos ajkait a névekvo py szdjnyomas kinyitja.

Nadnyelves hangszerek esetében a nad valdja-
ban nem tomeg nélkiili rugd, hanem egy egyik vé-
gén befogott, mdsikon szabadon hagyott rid, mely-
nek elsé sajatfrekvenciaja tipikusan 4 — 6 kHz koriil
van. Mivel ilyen peremfeltételek esetén a masodik
felhang sajatfrekvencidja az alaphang frekvenciaja-
nak tobb mint hatszorosa, a hallhaté frekvenciatar-
tomanyban nyugodtan kozelithetjiik a nadat egy-
szabadsagfoku rendszerként, illetve a parszaz Hz-
es zenei tartomanyban rugdként. A tolcséres fuvo-
kds hangszerek esetében ez a kozelités kevésbé all-
ja meg a helyét, de a késébbiekben még modelliin-
ket pontositjuk.

A Hooke-torvény atrendezésével

A,
IOJF(PO*]?)? =z (9.112)

Ha a szdjban megnd a légnyomds, akkor Berno-
ulli térvénye szerint v > 0 sebességii 1égdram indul
ki a szajbol. A légaram sebessége

2(po — p)
Po

(9.113)

v =

A szajbdl a hangszerbe bejuté térfogatsebességet
a v sebesség és a nyilas feliiletének szorzataként
kapjuk meg. Tegyiik fel, hogy az = tavolsag elég
kicsi ahhoz, hogy a nyilas feliiletét alapvetSen |z|
hatdrozza meg. Legyen a szelepsapka keriilete d,
ekkor az aramlasi feliilet d|z|, vagyis a bearaml6 U
térfogatsebesség
U = Apyv = dz|v (9.114)
A fafivos (nadsipos, nyomdsra zarédd) esetben
x < 0, vagyis

A, 2mpn —

a2 B VE R NN T2
= /2 (Jaolton )" = 22 (=)

(9.115)
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9.20. 4bra. A hangszerbe bedramlé
térfogatsebesség a nyomaskiilonbség
fliggvényében

A tolcséres fuvokdju (rézfiivés) hangszerek ese-
tében

Ar 2(p0 _p)

U=drv=d|xz+ — )1/
( 0+ (po—p) K, 2

o 2 o \1/2 A, _\3/2
= d\/fp0 (xo(po p) 7+ i (Po —p)

(9.116)

A két térfogatsebesség fiiggvényt a abra
mutatja azonos geometriai és anyagjelemzok ese-
tére. Latszik, hogy a nddsipos esetben a nyomaés-
kiilonbség novekedtével a térfogatsebesség eleinte
novekszik, mert a Bernoulli-hatés er6sebb a nyilas-
zardodas hatdsanal. Egy kiiszobnyomas elérése utan
viszont a nyilas szikiilése miatt a térfogatsebesség
csokkendbe valt, és ha a nyomaskiilonbség eléri a

Pmax = Ki|zo|/A, értéket, a szelep bezarul, és az
aramlas zérus lesz. A tolcséres fiivokaju hangsze-
rek esetében a Bernoulli-hatas és a szelep nyilasa
erdsitik egymast, aminek értelmében a térfogatse-
besség monoton novekszik.

Vizsgaljuk meg, hogy a hangszer belesejébdl a ja-
tékos szaja felé nézve milyen Y, akusztikai admit-
tanciaként latszik a lezaras. Tegyiik fel ehhez, hogy
p < po harmonikusan véltozé nyomads. Tekintve,
hogy a hangszer fel6l nézve a térfogatsebesség el-
lentétes elGjeldi, a lezaras admittancidja az alabbiak
szerint alakul

_ou
dp

oU
0 (po - P)

Y, = (9.117)

Po—P=Po p=0

A nadnyelves hangszerek esetén az admittancia

1 A,
Y, =d To| — 3—
V 2popo (' o Krp0>

ami a p* = |xo|K,/3Ar = pmax/3 kiiszobnyomas
felett negativ, alatta pozitiv. A negativ lezar6 ad-
mittancia azt jelenti, hogy amennyiben a hangszer-
testben novekszik a p nyomads, a lezarason kiaramlé
térfogatsebesség csokken, vagyis a bearamlé térfo-
gatsebesség novekszik. A kiisz6bnyomas f6lotti sta-
tikus pp nyomas esetén a lezaras akusztikai generé-
torként mikodik.

Tolcséres fuvokdju hangszerek esetén az admit-
tancia

1 A,
Y, =dy/—— | |xo| + 3—
V 2popo (' o Krp0>

ami természetesen mindig pozitiv, igy itt semmi-
lyen kiiszébnyomads f6l6tt sem all el a negativ ad-
mittanciaju lezaras akusztikai generator esete.

(9.118)

(9.119)
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9.21. 4bra. A ftivds hangszer hulldmvezetd
modellje

eka:L

Vizsgaljuk meg masként is, hogy mi torténik, ha
egy idedlis hengeres cs6vet nadsippal zarunk le,
és a nadsipot a kritikus nyomas folott gerjesztjiik.
Ekkor a sip bal oldalon negativ valéds admittancia-
val, azaz negativ valds impedancidval van lezarva.
A[9.21] 4bra egy ilyen cs6 hulldmvezet6 modelljét
abrazolja. Az idedlis cs6 a pozitiv és negativ x ten-
gely iranyaban c sebességgel haladé hullamokat ve-
zetb hullamvezetdk egyiitteseként képzelheto el, a
lezarasokat pedig reflexiés tényezbikkel modellez-
hetjiik. A két hulldmvezetd e /¥ és ei*L szorzéként
vehetd figyelembe, a jobb oldali lezaras legyen ide-
alis zérus nyomasu, aminek értelmében r, = —1, a
bal oldali lezaras pedig

_ Zr —poc/A _ poc/A+|Z,]
Zr+pOC/A POC/A— |ZT‘

(9.120)

T1

aminek értelmében |ry| > 1 (sét, a tipikus esetben
ry > 1).

A teljes rendszer nyilthurku korerdsitése ezek
szerint —r1e~ 2L ami egynél nagyobb abszolut ér-
tékd.

A stabil oszcillacio feltétele, hogy a korer6sités
egynél nagyobb valds érték legyen. Ez teljesiil ak-
kor, ha r; pozitiv, és a két hullamvezet6 egyiittes
fazistolasa w paratlan szamu t6bbszorose, ami pont
a bal oldalon ideédlisan mereven lezart sip rezonan-
ciafrekvencidn alakul ki.

A tolcséres fivokaju hangszerek esetében a bal
oldali reflexiés tényez6 abszolut értéke egynél ki-
sebb érték lesz, igy nem alakulhat ki stabil oszcilla-
cié az egyszeri modell szerint.

Dinamikus nadmodell

Tekintsiink ezért egy dinamikus nddmodellt, ahol
a nadat egy egyszabadsagfoki, de immar tomeg-
gel és csillapitassal felruhdzott rendszer irja le. Az
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admittancia kifejezése ekkor

1 A,
Y, =dy/ —— -3 .
\/%Tpo <x° K, +jwR, —w?M,.p°>

(9.121)

a klarinét,

1 A,
Y, =dy/—— 3
V' 2p0p0 ("”” K, +jwR, — w?Mrp°>

a trombita esetére.

Vizsgaljuk meg, hogy mely frekvenciatartoma-
nyon alakul ki az a kedvezé eset, hogy az admittan-
cia valds része negativ. A[9.22] dbra a klarinét és a
trombita nadjanak lezaré impedanciajat abrazolja
a frekvencia fliggvényében a kritikus nyomads f616t-
ti po = Pmax/2 statikus nyomads esetén. Latjuk, hogy
a klarinét esetében az Y, admittancia egy széles
tartomanyban negativ valds részd, és itt a képze-
tes része eleinte elhanyagolhat6, majd a rezonan-
ciafrekvencia kozledtével egyre novekszik. Eszerint
a klarinét a nad rezonanciafrekvencidja alatti szé-
les frekvenciatartomdnyban jé akusztikai gerjesz-
tést tud biztositani, ha a kritikus nyomas f6lé esik
a szajlireg statikus nyomasa.

A trombita esetében a helyzet eltérd. Itt a leza-
r6 admittancia valds része a kisfrekvencias tarto-
manyban végig pozitiv — ezt a statikus modell mar
megmutatta —, csupan az ajak rezonanciafrekven-
cidja kornyékén valt negativ értékre. Ez azt jelen-
ti, hogy a rézfuvos jatékos csak az ajak rezonan-
ciafrekvencidja korili tartomanyban képes megger-
jeszteni a hangszer moédusait, vagyis az ajkak feszi-
tésével kovetnie kell a jatszott hang frekvencidjat.

Fontos még megjegyezniink, hogy a lezdré ad-
mittancia a klarinét esetére pozitiv képzetes rész,
ami szerint a lezaras a hangszertestet hosszabbit-
ja. Ennek eredményeként a nddnyelves hangszerek
esetében a tényleges sajatfrekvencidk az idedlisan
lezart cs6 rezonanciafrekvencidinal némileg kiseb-
bek lesznek. A trombita esetében a lezdré admit-
tancia negativ képzetes rész{i, ami szerint a lezaras
a csovet roviditi, és a sajatfrekvenciak az idealis sa-
jatfrekvencidknal kissé magasabban jelentkeznek.
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9.22. abra. A (a) klarinét és a (b) trombita nadgerjesztésének lezard admittancidja a pp = pmax/2
statikus nyomason
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